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3Resumen
Se realizo un estudio de una base variacional que surge como generali-
zacion de la base de oscilador armonico, la cual conserva su ortonormalidad
pero se mejora, al tener comportamiento asintotico exible. Utilizando es-
ta base, se reproduce el espectro del hidrogeno y del Charmonium con un
Hamiltoniano no relativista. Estos resultados son obtenidos numericamente
diagonalizando y minimizando la matriz Hamiltoniana. Adicionalmente se
calculan las correcciones relativistas a primer orden de los diferentes esta-
dos, encontrando que se comportan en forma similar a la de otros sistemas
ligados y que no pueden ser considerados como correcciones para los estados
excitados Ademas, estudiamos el Charmonium utilizando un Hamiltoniano
con energa cinetica relativista mejorando, de esta manera, la reproduccion
del espectro.
Palabras clave: Base generalizada, Base de oscilador armonico, prin-
cipio variacional, Charmonium, diagonalizacion del Hamiltoniano, potencial
de Cornell, Transformada de Fourier.
4Abstract
We studied a variational basis that represents a generalization of the har-
monic oscillator one, preserving the orthonomality but improved for it have
asymptotic exible behavior. Using this basis, we could reproduce the hydro-
gen and Charmonium spectrum by means of a nonrelativistic Hamiltonian.
This results be obtained numerically diagonalizing and minimizing the Ha-
miltonian Matrix. Further, work out the relativistic corrections to rst order
of the diferents states, nding that it don't be treated like corrections for the
high states of excitation. Finally we also obtained a better reproduction of
the Charmonium spectrum by using a Hamiltonian with a relativistic kinetic
energy term
Key words: Generalized base, Harmonic oscilator base, variational pri-
ciple, Charmonium, Hamiltonian diagonalizing, Cornell potential, Fourier
transformed.
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Captulo 1
Introduccion
A principios del siglo XX se consideraban como partculas fundamentales
los electrones, protones y neutrones. Sin embargo, argumentos experimen-
tales y teoricos mostraron indicios que tanto proton como neutron presen-
tan estructura interna. Los factores de forma hallados en experimentos de
dispersion elastica electron-proton de alta energa probaron que el proton
esta conformado por otras partculas, a diferencia del electron, cuya interac-
cion electromagnetica esta de acuerdo con la de una partcula puntual.
Ademas, mediante la ecuacion de Dirac, que solo se aplica a partculas pun-
tuales, es posible calcular el momento magnetico de las partculas de espn 1
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com el proton, neutron y electron para confrontarlo con el valor hallado expe-
rimentalmente. Los resultados arrojados muestran la concordancia entre los
resultados teoricos y experimentales para el caso del electron conrmando su
caracter puntual. Sin embargo, con el proton y neutron no sucede lo mismo.
Estas evidencias mostraban la necesidad de una nueva teora que tuviese en
cuenta estos nuevos hallazgos y propusiera nuevos bloques fundamentales de
la materia, como constituyentes del proton y del neutron.
El modelo de quark fue planteado en 1964 por Murray Gell-Man quien inicial-
mente propuso la existencia de los quarks: up; down; strange; posteriomente
aumentaran a seis al adicionar los quarks: charm; bottom y top para produ-
cir todas las partculas hadronicas. Los quarks deban ser fermiones de espn
1
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para que, por combinacion de ellos, fuese posible construir el espn de me-
sones (partculas de espn entero compuestas por un quark y antiquark) y
bariones (partculas de espn semientero compuestas por tres quarks).
Para reproducir los valores de carga electrica de los hadrones es necesario
que los quarks tengan carga fraccional segun los valores dados en la tabla
1
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1.1.
Carga electrica de los quarks
Quark Carga
up 2
3
down  1
3
strange -1
3
charm 2
3
botton -1
3
top 2
3
Tabla 1.1: Carga electrica de los quarks
Pero partculas con las caractersticas de los quarks, aun hoy en da, no
se pueden detectar en forma aislada. Sin evidencia experimental de su exis-
tencia inicialmente el modelo de quark no fue aceptado por todos los fsicos.
Sin embargo, en 1974 se realizo el descubrimiento de la parcula J= , lo cual
suministro la evidencia experimental que hara que la teora del quark tomara
gran fuerza. Esta partcula, interpretada como un estado del sistema ligado
Charm-Anticharm es llamada Charmonium por analoga con el positronium
(ver seccion 2.1).
Debido a que el quark Charm es particularmente masivo, el Charmonium
es considerado, en primera aproximacion, como un sistema no relativista
(hpci << mc2 donde m es la masa del quark) y por lo tanto puede ser estu-
diado utilizando la ecuacion de Schrodinger. En esta ecuacion se implementan
diversos modelos de potencial que cumplen con la caractersticas fsicas del
sistema, en especial el connamiento de los quarks. Por esta razon hay un
renovado interes en los metodos de resolucion de la ecuacion de Schrodinger,
pues hasta el momento, representa una de las formas mas efectivas de estu-
diar estos sistemas. Resaltamos que la Cromodinamica Cuantica QCD (ver
seccion 2.2), que es la teora fundamental apropiada para el estudio de las
interacciones de los quarks, no permite calcular directamente las masas de
los sistemas ligados debido a que en esta region de energas la interaccion no
es perturbativa.
Ha sido desarrollado una tecnica de solucion numerica aproximada para las
ecuaciones de la QCD a bajas energas, la llamada tecnica del retculo, en
ingles \Lattice". Con esta tecnica es posible estudiar los estados ligados, des-
de primeros principios, regularizando la teora al volver discreto el espacio
3tiempo, reemplazando las derivadas por diferencias nitas que llevan consigo
errores, que en teora, pueden minimizarse tanto como se desee. Sin embar-
go, son requeridos computadores de altisimo desempe~no para minimizar los
errores estadisticos que surgen en el proceso.
Considerando los modelos de quarks, recordamos que la ecuacion de Schrodin-
ger solo tiene solucion analtica en algunos casos particulares; ejemplo de ellos
son el potencial tipo Coulomb (TC) y de oscilador armonico (OA). Al elegir
otro potencial o adicionar una funcion al potencial TC o al de OA la ecuacion
de Schrodinger deja de tener solucion analitca y por tanto se hace necesario
buscar soluciones aproximadas por medio de tecnicas numericas. El metodo
variacional es ampliamente utilizado, pero para obtener mejores resultados
es necesario seleccionar una buena base variacional que permita acercarnos
con la mayor precision posible al espectro energetico experimental.
Las funciones de prueba que se utilizan como base para describir los sistemas
ligados, suelen ser las del atomo de hidrogeno (AH) y los de OA. Pero estas
funciones de prueba presentan algunas dicultades: las de AH no represen-
tan realmente una base, es decir, un sistema ortonormal y completo (porque
se tienen en cuenta solo los estados ligados) y las de OA no ofrecen buenos
resultados debido a la poca exibilidad en el comportamiento asintotico de
las mismas. Por otro lado, a pesar que tanto los quarks Charm y Bottom
presentan masas relativamente grandes (es decir se cumple: hpci << mc2)
los efectos relativistas deben tenerse en cuenta para reproducir el espectro
de energa con mayor aproximacion. Una forma de hacerlo es suponiendo que
los efectos relativistas puedan ser tratados como una perturbacion teniendo
en cuenta solo los terminos de primer orden. Aunque, en los estados excita-
dos esta suposicion puede no ser cierta restandole precision de calculo a las
energas de los estados excitados hechos de manera numerica.
A partir de lo anteriormente expuesto y para obtener mejores resultados es
necesario que la base variacional elegida tenga comportamiento asintotico
acorde al potencial de connamiento. Ademas se busca que esta base pueda
ser usada en el espacio del momentum para realizar calculos utilizando la
energa cinetica relativista.
Por tanto es objetivo de este trabajo de tesis estudiar una nueva base va-
riacional, generalizada a partir de la de OA, con comportamiento asintotico
exible de la cual se pueda obtener la transformada de Fourier para calcular
los elementos de matriz de operadores dependientes del momentum. Se apli-
cara esta base en la reproduccion de las masas del Charmonium utilizando
en el Hamiltoniano tanto la expresion de la energa cinetica relativista y no
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relativista, con el n de establecer la importancia de los efectos relativistas
en los estados excitados del sistema para un potencial fenomenologico parti-
cular.
En este trabajo no se considerara el calculo de la interaccion espn orbita
e hiperna del sistema ligado. En general estos efectos se pueden agregar
posteriormente de manera perturbativa.
Usando la nueva base se utilizara una tecnica de diagonalizacion y minimi-
zacion de la matriz Hamiltoniana. Adicionalmente se encontraran los valores
para las correcciones relativistas y se discutiran los resultados obtenidos.
El trabajo esta organizado de la siguiente forma: El captulo 2 contiene infor-
macion general por medio de la cual se contextualiza el trabajo en el marco
de la fsica teorica de partculas. Por lo tanto en ese captulo se discutiran
algunas propiedades fsicas del Charmonium y los principales modelos de po-
tencial empleados en la reproduccion del espectro de energa. Posteriormente
se abordara la base estandar de oscilador armonico mostrando sus princi-
pales caractersticas y discutiendo brevemente sus ventajas y desventajas al
emplearla como base variacional. Para nalizar se obtendran las funciones de
Coulomb-Sturmian y se discutiran sus principales caractersticas.
En el captulo 3 se iniciara el estudio de la base generalizada realizando el
estudio del comportamiento asintotico de la ecuacion de Schrodinger con el
n de estudiar el comportamiento asintotico de la funcion de onda y se cal-
culara la expresion para su transformada de Fourier.
Los resultados del trabajo se muestran en los captulos 4, 5 y 6.
El captulo 4 esta dedicado a mostrar dos pruebas de la base propuesta. El
primer sistema es uno con solucion analtica, el atomo de hidrogeno. Despues
se calculara la masa del estado base y algunos estados excitados del Char-
monium sin interacciones dependientes del espn, utilizando los parametros
de la referencia [2]. Adicionalmente (para los dos sistemas mencionados) se
compararan las masas encontradas con base de oscilador armonico y utili-
zando la base generalizada.
En el captulo 5 se restaran las contribuciones hipernas y de espn-orbita
a partir de las masas experimentales de algunos estados del Charmonium.
Los valores de masa obtenidos sin interacciones hipernas ni de espn-orbita
seran reproducidas numericamente, por medio de la base generalizada, dia-
gonalizando y minimizando la matriz Hamiltoniana. Se utilizara la energa
cinetica no relativista, realizando un t sobre los parametros fenomenologicos
del potencial.
Posteriormemte, en el captulo 6, se realizara un nuevo t y se calculara el
5efecto relativista de la energa cinetica, considerando como perturbacion a
primer orden el termino   hp4i
4m3c2
. Por ultimo, se utilizara la base generalizada
para resolver de manera aproximada (con la misma tecnica vista antes) la
ecuacion de valores propios del Hamiltoniano del sistema, considerando aho-
ra una expresion completamente relativista para la energa cinetica.
Finalmente se realizara una discusion de los resultados y se presentaran las
conclusiones del trabajo de tesis.
Por motivo de claridad, en cuanto a las unidades de los valores numeri-
cos utilizados y obtenidos, es conveniente mencionar que se trabajara con
~ = c = 1 como es comun en la fsica de partculas. Como se describio en
parrafos anteriores, los resultados son obtenidos numericamente, para lo cual
fue desarrollado un conjunto de rutinas en fortran para construir la matriz
Hamiltoniana y para obtener la transformada de Fourier. Estas rutinas estan
relacionadas en el apendice B.
6 CAPITULO 1. INTRODUCCI ON
Captulo 2
Aspectos generales
2.1. El Charmonium
Los mesones son partculas de espn entero que responden a la inter-
accion fuerte. En el modelo del quark es ampliamente aceptado que estan
constituidos por un quark y antiquark, en particular, el estado mesonico J= 
descubierto en 1974 presento una masa de 3096;9MeV y un tiempo de vida
media mil veces mayor a la de cualquier partcula con un masa semejante
[3]. Esta resonancia fue descubierta inicialmente en Brookhaven bajo la di-
reccion de C.C. Ting, sin embargo, no fueron publicados lo resultados pues,
a peticion de Ting, fueron sometidos a corroboracion, a pesar que todo el
grupo de investigacon lo persuadio para hacerlo [4]. Esto dio oportunidad a
que el grupo de investigacion del SLAC llegara a resultados semejantes, pues
de igual forma que en Brookhaven, obtuvieron una curva de resonancia con
una anchura mas peque~na de lo esperado lo que implica una gran tiempo de
vida media. La existencia de este estado tambien fue corroborada en el ace-
lerador de Frascati (Roma, Italia) y en noviembre de 1974 fueron publicados
tres artculos sobre este descubrimiento.
Pronto se encontraron nuevas resonancias las cuales fueron explicadas en el
marco del modelo de quark, pues se les considero como estados de un nue-
vo sistema ligado conformado por un quark charm y un anticharm que, en
analoga con el positronio, fue denominado Charmonium.
Debido a que el Charmonium tiene numero cuantico de sabor cero fue ne-
cesario, para corroborar la existencia del quark charm, iniciar la busqueda
de una partcula con numero de charm diferente de cero. Esto fue consegui-
7
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Figura 2.1: Espectro experimental del Charmonium. Donde la energa, en el
eje vertical, se mide en GeV
do a mediados de los setenta, cuando fueron detectados los bariones +c y
++c compuestos respectivamente por udc y uuc y posteriormente los me-
sones D0 = cu y D+ = c d, estableciendo denitivamente la estructura del
Charmonium.
En la gura 2.1 se muestra el espectro experimental del charmoniun en
donde el umbral D D corresponde a la energa umbral en la cual mesones
c d y cd pueden ser creados. La posicion de los niveles mas bajos del espec-
tro muestra semejanza con los niveles del positronio. Pero las diferencias de
energa en los estados excitados permiten concluir que el potencial de inter-
acion entre quarks es de forma dismil a la de un potencial tipo Coulomb.
Ademas, si el potencial fuera de verdad tipo Coulomb, con cierta cantidad de
energa sera posible liberar los quarks del sistema, lo cual hasta el momento
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no ha sido observado.
Por otra parte, similitudes con el positronio a bajas energas permiten supo-
ner que a cortas distancias el potencial dominante es uno tipo Coulomb.
Ademas, este comportamiento es acorde con la estructura de la QCD en la
aproximacion de intercambio de un gluon entre q y q. De esta manera el
elemento de matriz de la interaccion se puede pensar que sea semejante al
del positronio. Sin embargo, a distancias grandes no es posible calcular la
forma del potencial utilizando la misma tecnica. Por tanto se tiene la necesi-
dad de proponer tipos de potenciales que cumplan con las caractersticas del
connamiento y reproduzcan el espectro del Charmonium. Existen diferen-
tes tipos de estos potenciales, algunos basados en la QCD y otros totalmente
fenomenologicos. En la seccion 2.3 se presentan algunos de ellos en detalle.
2.2. Cromodinamica cuantica
Antes de los setenta las fuerzas fuertes eran asociadas a las interacciones
entre nucleones. Estas fuerzas explicaban en primer lugar la estabilidad del
nucleo atomico a pesar de la fuerza electrica de repulsion entre protones.
Sin embargo, la existencia del quark, sugerida teoricamente y corroborada
experimentalmente, hara que las denominadas fuerzas fuertes describieran
la interaccion entre los diferentes quarks que constituyen los hadrones.
La funcion de onda del sistema compuesto por quarks puede ser expresada
de la siguiente forma general:
	 = sabor 
 espin 
	espacial (2.1)
Puesto que los quarks deben ser partculas de espn 1
2
la funcion de onda debe
ser completamente antisimetrica para que se cumpla el principio de exclusion
de Pauli. Esta caracterstica fue unos de los inconvenientes que tuvo la teora
del quark en su inicio puesto que se conocan sistemas hadronicos que no
cumplan con esta importante condicion. Un ejemplo concreto lo constituye
la partcula ++ la cual esta compuesta por tres quarks up uuu y tiene espn
3
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lo cual implica que los espines de los tres quarks estan orientados de igual
forma y por tanto la funcion de onda (2.1) para la ++ sera totalmente
simetrica.
Para dar solucion a este problema se planteo la existencia de un nuevo numero
cuantico: el color, el cual a~nade a la teora una nueva simetra global interna
la cual esta asociada con el grupo SU(3) del color.
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Por otro lado dispersiones de alta energa haban probado que las partcu-
las dentro los hadrones se comportaban como partculas libres, lo cual no
poda ser explicado por medio de las teoras conocidas. Sin embargo, Gross,
Wilczek y Politzer mostraron que una teora gauge no Abeliana incluye esta
importante caracterstica de la interaccion fuerte. Puesto que el grupo de
color es no Abeliano, este fue identicado como el grupo responsable de ex-
plicar la libertad asintotica [11]. Por lo tanto, a partir de la simetra del color
se construyo una teora de campo gauge (y por lo tanto renormalizable) no
Abeliana, conocida como Cromodinamica Cuantica QCD. En esta teora las
partculas portadoras de la interaccion fuerte entre los quarks son los gluones,
de los cuales existen 8 tipos.
Por tanto dentro del Lagrangiano de la QCD deben ser incluidos los campos
vectoriales correspondientes a los gluones Aa (donde a=1,2..8) y los campos
fermionicos correspondientes a los quarks.
El Lagrangiano del sistema se puede escribir de la siguiente forma:
LQCD =   1
4g2
F aF
a + i
X
q=u;d;s::
[ 	iq
(D)i;j	
j
q  mq 	iq	iq] (2.2)
Donde:
F a = @A
a
   @Aa   gsfabcAbAc (2.3)
(D)ij = ij@ + igs
X
a
ai;j
2
Aa (2.4)
Donde Aa representan los campos gluonicos con a = 1; 2:;8 los 8 gluones que
existen en la teora. fabc son la constantes de estructura que surgen por el
caracter no Abeliano (no conmutativo). Vale la pena mencionar que puesto
que los gluones son partculas con carga de color, tambien se deberan tener
en cuenta las interacciones que surgen entre ellas. 	jq representan los campos
espinoriales asociados con los quarks. Adicionalmente  son los generadores
del grupo SU(3) que son la matrices de Gell-Mann las cuales cumplen el
siguiente conmutador:
[a; b] = ifabcc (2.5)
La existencia de la libertad asintotica permite estudiar secciones ecaces
utilizando los diagramas de Feynman, pues a altas energas la constante de
acoplamiento fuerte es menor que 1, permitiendo de esta manera hacer un
estudio perturbativo de la interaccion. Por otro lado a largas distancias dicha
constante de acomplamiento crece, imposibilitando el uso de la teora en
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forma perturbativa. Por tanto se hace necesario utilizar otras tecnicas de
calculo con las cuales sea posible encontrar resultados concretos de estados
y masas de los quarks.
2.3. Modelos de potencial
Subrayamos que hasta el momento no se ha podido obtener con tecnicas
perturbativas un potencial que describa la interaccion entre quarks a bajas
energas.
Recordemos que, en cambio, en Electrodinamica el potencial de Coulomb y
las correcciones (perturbativas) de estructura na e hiperna se pueden de-
ducir exactamente a partir del Lagrangiano de la Electrodinamica Cuantica
(QED).
Con el objeto de obtener resultados concretos de las masas de los diferentes
estados del Charmonium, es posible proponer diferentes potenciales los cua-
les deben cumplir en primer lugar con la caracterstica de connamiento y
ademas reproducir el espectro de las partculas hadronicas. Los valores ob-
tenidos para las masas de las resonancias pueden ser comparados en forma
directa con los experimentos o pueden guiar nuevas investigaciones experi-
mentales [7].
En 1974 el grupo de E Eichten [14] propuso uno de los primeros modelos
de potencial que servira para describir el estado base y algunos de los di-
ferentes estados excitados que posee el Charmonium. El potencial que ellos
propusieron tiene la forma:
V (r) =  4s
3r
+ r (2.6)
el cual es conocido como potencial de Cornell.
El primer termino surge en analoga con el potencial de Coulomb en el po-
sitronio y describe la interaccion a cortas distancias; el numero 4
3
representa
un factor de color relacionado con las matrices de Gell-Man del grupo SU(3)c,
s es la constante de acoplamiento fuerte cuyo valor se determina de mane-
ra esencialmente fenomenologica. El segundo termino reproduce de manera
efectiva el connamiento y  representa la \intensidad" de la interaccion con-
nante. Las interacciones Spin-Spin, Spin-Orbita y tensorial se suelen tomar
en cuenta como perturbaciones a primer orden. El potencial de Cornell, mas
las diferentes correcciones agregadas, brinda buenos resultados para las reso-
nancias de baja energa del espectro del Charmonium.
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Figura 2.2: Potencial de Cornell donde se han utilizado los siguientes valores
=0.29, =1.3GeV
fm
Los terminos de correccion relativista, es decir, de estructura na, hiperna
y otras correcciones de campo, se encuentran en analoga con la interaccion
electron-positron que es obtenida por medio de la reduccion de Fermi-Breit
(2.7).
Destacamos que el termino lineal de connamiento no surge de primeros prin-
cipios y por lo tanto es necesario a~nadirlo para que los resultados esten en
acuerdo con la evidencia experimental. Es argumento actual de investigacion
[9] determinar la forma de los terminos de correccion relativista relacionados
con el termino de connamiento. Sin considerar estos ultimos, y consideran-
do para los terminos de correccion relativista (asociados al potencial tipo
Coulomb) la misma estructura que en la electrodinamica cuantica, el poten-
cial tiene la forma:
V (r; p)Fermi Breit =  4s
3r
+ r +
4s
3m2
(3)(~r) 
2s
3m2q
[
~p  ~p
r
+
(~r  ~p)(~r  ~p)
r3
]
+
4s
3m2q
[
8
3
(3)(~r)(~s1  ~s2)
+
3(~s1  r^)(~s2  r^)  ~s1  ~s2
r3
]
+
2s
m2q
(~s ~p)  (~s1 + ~s2)
r3
(2.7)
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Para resolver la ecuacion de Schrodinger utilizando el potencial anterior se
encuentra, primero, una solucion numerica de la ecuacion con el potencial
dado por  4s
3r
+ r; los demas terminos son tratados en general en forma
perturbativa.
Por otro lado, existen otros tipos de potenciales V (r) diferentes al potencial
de Cornell, que generan el connamiento requerido. Uno de ellos es de tipo
logartmico[16]:
V (r) = A+BLn(ar) (2.8)
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Figura 2.3: Potencial Logartmico donde se han utilizado los siguientes valores
A=-0.66GeV, B=0.73GeV y a = 1fm 1
El siguiente potencial, denominado \Power-Law"(ley de potencia), tam-
bien es utilizado en la descripcion de sistemas ligados de Quarks pesados:
V (r) =  E +D(br)k (2.9)
El argumento cromodinamico del comportamiento tipo Coulomb a cortas
distancias, por intercambio de un gluon, da mas conanza en el uso de un
potencial que lo incluya, a diferencia de los ultimos dos expuestos cuyos
parametros son enteramente fenomenologicos sin un origen de caracter fun-
damental. Adicionalmente, es bueno tener presente que los estudios en el
retculo (lattice QCD) sugieren que el potencial connante es dependiente
linealmente en r.
Es necesario recordar que la singularidad del potencial tipo Coulomb cuan-
do r ! 0 es probablemente regularizada por efectos cuanticos propios de la
cromodinamica cuantica.
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Figura 2.4: Potencial Power-Law donde se han utilizado los siguientes valores
E=8.06GeV, D=6.89GeV ,b=1fm 1 y k=0.1
2.4. Solucion de la ecuacion de Schrodinger
con potencial V (r)
En esta seccion se considerara la solucion de la ecuacion de Schrodinger
para un sistema de dos partculas que interactuan bajo la inuencia de un
potencial central, es decir, que solo depende de la distancia entre partculas.
Utilizando el potencial con las caractersticas mencionadas anteriormente la
ecuacion de Schrodinger se expresa de la siguiente forma:
NX
j=1
  1
2mj
r2j	T + V	T = i
@	T
@t
(2.10)
En el caso de dos partculas j = 1; 2. Puesto que el potencial es independiente
del tiempo la funcion de onda 	(x1; x2:::::z1; z2; t) puede ser escrito como el
producto de dos funciones asi:
	(x1; x2:::::z1; z2; t)T =  (x1; x2:::::z1; z2)T(t) (2.11)
Por lo tanto la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo se escribe
[5]:
2X
j=1
  1
2mj
r2j T + V  T = E T (2.12)
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Es posible estudiar el sistema si separamos el movimiento del centro de masa
y del movimiento relativo de las dos partculas. Con este n escribamos la
funcion de onda de la siguiente forma:
 T (x; y; z; r; ; ) =  CM(x; y; z) (r; ; ) (2.13)
Donde  CM(x; y; z) representa la funcion de onda del centro de masa del
sistema cuya coordenada es ~R = (x; y; z);  (r; ; ) es la funcion de onda del
movimiento relativo de las dos partculas, escrita en coordenadas esfericas.
Reemplazando la funcion (2.13) en la ecuacion de Schrodinger se obtiene:
  1
m1 +m2
(
@2 CM
@x2
+
@2 CM
@y2
+
@2 CM
@z2
) = ECM CM (2.14)
  1
2
f 1
r2
@
@r
(r2
@ 
@r
) +
1
r2 sin2 
@2 
@2
+
1
r2 sin 
@
@
(sin 
@ 
@
)g+ V (r) = E 
(2.15)
Donde los terminos dentro del corchete equivalen al operador Laplaciano en
coordenadas esfericas y  representa la masa reducida del sistema de dos
partculas. En el caso de dos partculas de igual masa , tenemos  = m
2
.
De aqu en adelante nos concentraremos en el estudio del movimiento relativo
de las dos partculas.
Debido a que el potencial es invariante ante rotaciones es posible factorizar
la dependencia de r y de los angulos  y . Se obtiene:
 (~r) = Rn;l(r)Y (; ) (2.16)
Al introducir la expresion (2.16) en la ecuacion (2.15), como es conocido, se
obtienen dos ecuaciones independientes; una en componente radial y la otra
con la parte angular. Esta ultima tiene por solucion los armonicos esfericos
Yl;m.
La ecuacion radial reviste especial interes, pues es en ella en donde se en-
cuentra el potencial central. Esta puede ser escrita de la siguiente forma:
1
2
[
1
r2
d
dr
(r2
dR
dr
)  l(l + 1)
r2
R]  V (r)R = ER (2.17)
En las siguientes subsecciones se hallara una solucion analtica a la ecuacion
(2.17) utilizando dos casos particulares para V (r): el primer caso es el de
un potencial de oscilador armonico, en el que se hara especial hincapie, y el
segundo es el de un potencial tipo Coulomb.
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2.4.1. Base de oscilador armonico
La solucion a la ecuacion de Schrodinger en coordenadas esfericas utili-
zando el potencial de oscilador armonico es un procedimiento ampliamente
conocido [15][10]. Sin embargo, por claridad se mostrara su deduccion y se
discutiran las caractersticas de la base dada por sus autofunciones.
La ecuacion de Schrodinger con el potencial de oscilador armonico tiene la
forma:
r2 (~r) + 2(E   1
2
!2r2) (~r) = 0 (2.18)
Al realizar la separacion de la ecuacion en sus variables angulares y radiales,
nalmente para la parte radial se obtiene:
  1
2
(R00n;l(r) +
2
r
R0n;l(r) 
l(l + 1)
r2
Rn;l) +
1
2
!2r2   ERn;l = 0 (2.19)
Primero es necesario analizar el comportamiento asintotico de la ecuacion
(2.19). Para r ! 1 la anterior expresion se puede escribir de la siguiente
forma:
  1
2m
(R00n;l +
1
2
!2r2Rn;l) = 0 (2.20)
Rr!1 = exp( !
2
r2) (2.21)
A partir de lo anterior Rn;L(r) puede ser escrito de la forma:
Rn;l(r) = Cr
lQn;l(r) exp(  r
2
2r2
) (2.22)
Donde:
r = (
1
!
)
1
2 (2.23)
La funcion Qn;l(r) debe cumplir con las siguientes caractersticas:
1. Cuando r ! 0 entonces Qn;l(r)! constante
2. Cuando r !1 entonces Qn;l(r)! rp donde p es un numero real nito
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Las anteriores condiciones permitiran exigir que Qn;l(r) sea un polinomio.
Es util expresar todo en terminos de la variable adimensional s = r
r
; al
reemplazar la expresion (2.22) en la ecuacion (2.19) se obtiene:
sQ00n;l(s) + 2(l + 1  s2)Q0n;l(s) + (
2E
!
  3  2l)Qn;l(s)s = 0 (2.24)
La ecuacion (2.24) puede ser solucionada por medio de expansion en potencias
de s. De esta expansion se obtiene la siguiente relacion de recurrencia:
ck+2 =
ck(2k   (2E!   3  2l))
(k + 2)(k + 1 + 2l + 2)
(2.25)
Estableciendo un valor maximo de k de manera que Q sea un polinomio y
no una serie, se encuentra la siguiente condicion para la energa:
E = !(
3
2
+ l + kmax) (2.26)
E = !(
3
2
+N) (2.27)
De la ecuacion (2.25) se obtiene que kmax es un entero par. Por lo tanto el
numero cuantico de la energa N toma los valores N = l; l + 2; l + 4::::
Podemos expresar Q por medio de los polinomios de Laguerre. Es conocido
que los polinomios de Laguerre cumplen con la siguiente ecuacion diferencial
[13].
xL
00
n (x) + (   x+ 1)L
0
n (x) + nL

n(x) = 0 (2.28)
Al realizar el cambio de variable x = s2 la ecuacion (2.28) se puede expresar
de la siguiente forma:
sL
00
n (s
2) + (2   2s2 + 1)L0n (s2) + 4snLn(s2) = 0 (2.29)
Al comparar las ecuaciones (2.29) con (2.24) obtenemos las siguientes rela-
ciones:
 +
1
2
= l + 1)  = l + 1
2
(2.30)
E = !(2n+ l +
3
2
) (2.31)
Q(s) = L
l+ 1
2
n (s
2) (2.32)
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Donde se ha denido n = N l
2
Normalizando las funciones de onda se obtiene la siguiente expresion nal:
Rn;l(r) =
1
r
3
2
(
2n!
 (n+ 3
2
+ l)
)
1
2 slL
l+ 1
2
n (s
2) exp ( 1
2
s2) (2.33)
La funciones dadas por la ecuacion (2.33) constituyen un conjunto completo
de funciones ortonormales, mas precisamente, la base de oscilador armonico.
Por su estructura estas funciones cuentan con una transformada de Fourier
analtica (tambien Gaussiana). Esta caracterstica permite realizar calculos
tambien en el espacio del momentum. Debido a esto la base de OA es am-
pliamente utilizada en los problemas de fsica hadronica ya que por su ver-
satilidad analtica es facil emplearla para la construccion de la matriz Ha-
miltoniana con diversos potenciales, con la energa cinetica relativista y no
relativista. Desafortunadamente su comportamiento asintotico especco, no
permite obtener optimos resultados cuando el potencial en la ecuacion de
Schrodinger no tiende a innito como r2.
2.4.2. Funciones de onda de Coulomb-Sturmian
La ecuacion de Schrodinger con un potencial tipo Coulomb es:
r2 (~r) + 2(E   
r
) (~r) = 0 (2.34)
De igual forma que en la subseccion pasada, es posible separar la dependencia
angular de la radial. Esta ultima se puede escribir de la siguiente forma
  1
2
(R00 +
2
r
R0   L(L+ 1)
r2
R)  
r
  ER = 0 (2.35)
Con el n de analizar mas facilmente la ecuacion (2.35) se introduce las
nuevas variables [6]:
 =
p
 2E (2.36)
 = r (2.37)
0 =
2

(2.38)
u =
R
r
(2.39)
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Al realizar estos cambios de variable la ecuacion (2.35) toma la forma:
du2
d2
= [1  0

+
l(l + 1)
2
]u (2.40)
Para resolver la ecuacion diferencial (2.40) es conveniente examinar su com-
portamiento asintotico para ! 0 y !1. Se obtiene una expresion u().
Donde debe tenerse en cuenta una funcion f() que describe el comporta-
miento en medio de los dos lmites mencionados.
u() = l+1f() exp( ) (2.41)
De igual forma que en el caso del oscilador armonico se encuentra que la
funcion f() debe ser un polinomio de grado nito para que la funcion de
onda sea normalizable. El procedimiento se describe en textos de mecanica
cuantica [10][6] y solo escribimos el resultado nal de la funcion de onda
radial:
Rk;l =
2
a
3
2k2
[
(k   l   1)!
[(k + l)!]3
]
1
2 (
2r
ak
)l exp(  r
ak
)L2l+1k l 1(
2r
ak
) (2.42)
Donde:
a =
1

(2.43)
La expresion (2.42) representan las funciones de Coulomb-Sturmian. Al ob-
servar la ecuacion (2.42) se observa que la expresion asintotica de la funcion
de onda depende del numero cuantico k a diferencia de la base de oscilador
armonico. Se resalta que estas funciones no se consideran como una base
completa pues solo representan los estados ligados del sistema. Esta limita-
cion no hace recomendable su uso en la fsica hadronica a diferencia de la
base generalizada como se vera en el proximo captulo.
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Captulo 3
Base generalizada
Como se menciono en el captulo anterior el inconveniente de la base de os-
cilador armonico radica en su rgido comportamiento asintotico. Sin embargo,
utilizando las propiedades de ortonormalidad de los polinomios de Laguerre
es posible modicar el comportamiento asintotico, conservando el caracter
ortonormal de la base. Se estudiara entonces, en este captulo, la nueva base
ortonormal de comportamiento asintotico exible, que denominaremos base
generalizada, y se encontrara una expresion para su transformada de Fourier.
3.1. Deduccion de la base generalizada
Partamos de la ecuacion (2.33), pero en general, tratemos con una fun-
cion F (s) como argumento de la funcion exponencial. Recordemos que se
esta utilizando la variable adimensional s = r
r
. Debido a que el comporta-
miento asintotico de la funcion de onda se va a modicar, la funcion Qn;l(s)
que acompa~na al factor exponencial debe ser diferente al del oscilador armoni-
co convencional. Por lo tanto escribimos, en forma general, la funcion de onda
de la siguiente manera:
Rn;l(s) =
1
r
3
2
Qn;l(s) exp ( 1
2
F (s)) (3.1)
Donde exp ( 1
2
F (s)) determina el comportamiento asintotico de las funcio-
nes de onda y los Qn;l(s) representan funciones \polinomiales" cuya for-
ma especica depende de F (s). En el caso del OA F (s) = s2 y Qn;l(s) =
( 2n!
 (n+ 3
2
+l)
)
1
2 slL
l+ 1
2
n (s2)) [1]. Con el proposito de encontrar una expresion con-
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creta de la funcion de onda generalizada se reescribira la ecuacion (3.1) en
terminos de una nueva funcion Gn;l(s)de la siguiente forma:
Rn;l(s) =
1
r
3
2
s 1Gn;l(s) exp ( 1
2
F (s)) (3.2)
Donde:
Gn;l(s) = s
l+1Qn;l(s) (3.3)
En terminos de la funcion Gn;l(s) la condicion de ortonormalidad para las
funciones de onda es:Z 1
0
dsGn0;l(s)Gn;l(s) exp( F (s)) = n0n (3.4)
Por otro lado la condicion de ortonormalidad para los polinomios de Laguerre
es: Z 1
0
duuLn0(u)L

n(u) exp( u) =
 ( + n+ 1)
n!
n0n (3.5)
Realizando el cambio de variable F (s) = u la condicion de ortonormalidad
toma la forma:Z 1
o
ds(
dF (s)
ds
)(F (s))Ln0(F (s))L

n(F (s)) exp( F (s)) =
 ( + n+ 1)
n!
n0n
(3.6)
Al comparar la ecuacion (3.4) con la ecuacion (3.6) es posible encontrar
la funcion Gn;l(s) que hace ortonormal la funcion de onda generalizada (ec
(3.2)). El resultado es:
Gn;l(s) = (
n!
 ( + n+ 1)
)
1
2 [
dF
ds
(F (s))]
1
2Ln(F (s)) (3.7)
Reemplazando el anterior resultado (ec(3.7)) en la ecuacion (3.2) se obtiene
la expresion de la base generalizada.
Rn;l(s) =
1
r
3
2
(
n!
 ( + n+ 1)
)
1
2 s 1[
dF
ds
(F (s))]
1
2Ln(F (s)) exp ( 
1
2
F (s))
(3.8)
Para caracterizar con mas claridad la funcion de onda se necesita exigir que
esta debe cumplir con las tres condiciones siguientes:
(a) Qn;l(0) = cte;
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(b) cuando s!1; Qn;l  sp, donde p es un numero real positivo;
(c) cuando s! 0, F (s) ' sf , donde f es un numero real positivo.
La condicion (a) asegura el comportamiento convencional sl en el origen. La
condicion (b) es necesaria para obtener funciones de onda normalizables y la
condicion (c) sera utilizada para construir funciones Qn;l(s)que satisfagan la
condicion (a) [1].
Usando estas condiciones en la funcion Qn;l(s) (ecuacion (3.3)) es posible
encontrar una relacion entre el parametro  del polinomio de Laguerre y el
numero cuantico l
cte = s l 1fs
f 1
2 s
f
2 (3.9)
Los exponentes tienen que cumplir con la siguiente relacion:
0 =
f
2
  1
2
+
f
2
  l   1 (3.10)
l +
3
2
  f
2
=
f
2
(3.11)
 =
2l + 3
f
  1 (3.12)
Analizaremos ahora, con algunos casos especcos, la dependencia de f con
respecto al comportamiento asintotico del potencial.
3.1.1. Comportamiento asintotico de la ecuacion de
Schrodinger con potencial de connamiento
Vconf = r
k
En la ultima parte de la seccion anterior se encontro una expresion que
relaciona la constante  con l y con el exponente f de la funcion F (s). Sin
embargo, aun no se sabe como esta funcion esta relacionada con el potencial
de connamiento. Para encontrarla estudiaremos en esta seccion la ecuacion
de Schrodinger para r ! 1. Lo anterior implica que se considerara, en
particular, una funcion F (s) = sf . En el espacio de las coordenadas la
ecuacion de Schrodinger, con potencial V (r) = rk es:
  1
2m
d
dr
(r2
dR
dr
) + (
1
2m
l(l + 1)
r2
  3
4r
+ rk)R(r) = En;lRn;l(r) (3.13)
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Desarrollando la derivada:
  1
2m
(
2
r
dR
dr
+
d2R
dr2
) + (
1
2m
l(l + 1)
r2
  3
4r
+ rk)R(r) = En;lRn;l(r) (3.14)
Los terminos que interesan para el comportamiento asintotico, es decir, en el
lmite para r !1 son:
  1
2m
d2R
dr2
+ rk = 0 (3.15)
Puesto que interesa, en esta seccion, solo el comportamiento asintotico escri-
biremos la funcion generalizada de la siguiente forma:
R(r) = c exp( 1
2
sf ) (3.16)
Es decir, F (s) = sf como ya se haba mencionado.
Donde c es una constante y se ha utilizado el cambio de variable s = r
r
.
Reemplazando (3.16) en la ecuacion (3.15) se obtiene:
  1
2mr2
[
cf
2
(
f
2
s2(f 1)   (f   1)sf 2)] exp( 1
2
sf ) + (sr)kc exp( 1
2
sf ) = 0
(3.17)
De nuevo elegimos los terminos asintoticos de interes obteniendo:
  1
2mr2
[
f
2
(
f
2
s2(f 1)] + (sr)k = 0 (3.18)
  1
2mr2
[
f 2
4
(s2(f 1)] + (sr)k = 0 (3.19)
Para que se cumpla la anterior ecuacion los exponentes deben cumplir la
siguiente igualdad:
2(f   1) = k (3.20)
f =
k
2
+ 1 (3.21)
La anterior expresion relaciona el comportamiento asintotico de la base ge-
neralizada con el exponente del potencial de connamiento.
En la tabla 3.1 utilizamos el resultado de la ecuacion (3.21) para los dos casos
siguientes: el potencial de OA y el de Cornell.
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Relaciones asintoticas
k f
1 3
2
2 2
Tabla 3.1: Relaciones asintoticas entre la base generalizada y el potencial
de connamiento para los casos partculares de potencial de Cornell k =
1(primera la) y de OA k = 2(segunda la)
3.2. Transformada de Fourier de la Funcion
de onda
Consideramos un Hamiltoniano para dos partculas relativistas de masa
m de la forma
H =
q
~p21 +m
2 +
q
~p22 +m
2 + V (r) (3.22)
Si se considera el sistema en el centro de masa se tiene que: ~p21 =  ~p22 = ~p2
el Hamiltoniano toma la forma:
HCM = 2
p
~p2 +m2 + V (r) (3.23)
Por lo tanto, para realizar calculos de elementos de matriz del termino cineti-
co del Hamiltoniano anterior es necesario realizar la transformada de Fourier
de la funcion de onda, denido como 	n;l(~p). En particular los elementos de
matriz de la energa cinetica relativista tienen la forma:
El;n0;n =
Z
d3p	n0;l;m(~p)2
p
p2 +m2	n;l;m(~p) (3.24)
El;n0;n = El;n0;nl0;lm0;m (3.25)
Donde los deltas surgen debido a la ortonormalidad de los armonicos esfericos.
La expresion para 	n;l(~p) puede conseguirse utilizando la expansion de ondas
planas en ondas esfericas. Para ello partamos de la siguiente expresion:
	n;l;m(~p) =
1
(2)
3
2
Z
	(~r) exp( i~p  ~r)d3r (3.26)
Si consideramos que la funcion de onda se puede expresar de la forma:
	n;l;m(~r) = Rn;l(r)Yl;m(; ) (3.27)
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La ecuacion 3.26 queda expresada:
	n;l;m(~p) =
1
(2)
3
2
Z 1
0
r2dr
Z
d
Rn;l(r)Yl;m(; ) exp( i~p  ~r) (3.28)
Utilizando la expansion de la onda plana en armonicos esfericos [21]:
exp( i~p  ~r) = 4
1X
l0=0
l0X
m0= l0
il
0
jl0(pr)Y

l0;m0(r^)Yl0;m0( p^) (3.29)
Donde jl son las funciones esfericas de Bessel. A partir las anteriores
ecuaciones y utilizando las conocidas propiedades de los armonicos esfericos
la funcion de onda en el espacio del momentum queda:
	n;l;m(~p) =
4
(2)
3
2
Z
d3r
l0X
m0= l0
il
0
jl0(pr)Y

l0;m0(; )Yl0;m0( p^)Rn;l(r)Yl;m(; )
(3.30)
Utilizando la ortogonalidad de los armonicos esfericos se obtiene:
	n;l(~p) =
4
(2)
3
2
il( 1)lYl;m(p^)
Z 1
0
r2drRn;l(r)jl(rp) (3.31)
Podemos por lo tanto escribir:
	n;l(~p) = Rn;l(p)Yl;m(p^) (3.32)
Donde:
Rn;l(p) =
4
(2)
3
2
il( 1)l
Z 1
0
r2drRn;l(r)jl(rp) (3.33)
Teniendo en cuenta los siguientes cambios de variable, las funciones de onda
se expresan en terminos de las variables adimensionales s y q:
p = pq (3.34)
r = rs (3.35)
p =
1
r
(3.36)
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Utilizamos tambien la forma explcita de las funciones esfericas de Bessel
para l=0,1,2:
j0(rp) =
sen(sq)
sq
(3.37)
j1(rp) =
1
sq
(
sen(sq)
sq
  cos(sq)) (3.38)
j2(rp) =
1
sq
((
3
(sq)2
  1)sen(qp)  3
pq
cos(sq)) (3.39)
Obtenemos nalmente las funciones de onda para l = 0; 1; 2:
Rn;0(q) =
4r
3
2
(2)
3
2
Z 1
0
sdsRn;0(s)
sen(qs)
q
(3.40)
Rn;1(q) =
4r
3
2
(2)
3
2
Z 1
0
s2dsRn;1(s)(
1
sq
(
sen(sq)
sq
  cos(sq))) (3.41)
Rn;2(q) =
4r
3
2
(2)
3
2
Z 1
0
s2dsRn;2(s)(
1
sq
((
3
(sq)2
  1)sen(sq)  3
sq
cos(sq)))
(3.42)
En general la Ec (3.31) representa la funcion de onda en el espacio del momen-
tum, necesaria para calcular los elementos de matriz de la ecuacion (3.24).
Esta ecuacion puede ser utilizada con la base de oscilador armonico genera-
lizado, por lo tanto a partir de esta funcion de onda, se podra trabajar en
el espacio del momentum teniendo en cuenta el comportamiento asintotico
sugerido por el potencial de connamiento.
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Captulo 4
Metodo de
diagonalizacion-minimizacion
aplicado a la base generalizada
Antes de enfrentar el problema del espectro del Charmonium (cc) es nece-
sario tener conanza que el metodo numerico variacional, en el que se utiliza
la base generalizada, sea eciente en el momento de calcular las energas de
sistemas fsicos.
Por tanto se inicia este captulo, explicando el metodo implementado.
Luego se valida el metodo por medio de casos especcos para los cuales exis-
ten soluciones analticas, y al nal se extiende al estudio de sistemas ligados
con potenciales mas complicados.
Para encontrar resultados concretos, en este capitulo se denira la funcion
F (s) que rige el comportamiento asintotico de la funcion de onda y se encon-
trara en forma explicita el elemento de matriz del Hamiltoniano en la base
generalizada. Adicionalmente se utilizara el atomo de hidrogeno (H) como
ejemplo particular para validar la base generalizada, calculando el espectro
de energas. Posteriormente se utilizara un potencial tipo Coulomb, pero con
valores de los parametros que arrojen valores de energa del orden de los MeV,
es decir, en el rango de energas que se encuentran en los espectros hadronicos.
Tambien se reproducira el espectro del Charmonium (cc) utilizando los parame-
tros de la referencia [2]. Por ultimo se hallaran los mismos espectros de H
y (cc) pero con base de oscilador armonico para comparar los resultados
obtenidos.
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4.1. Descripcion general del metodo de dia-
gonalizacion-minimizacion
4.1.1. El principio variacional
Supongamos que cierto sistema fsico cumpla con la siguiente ecuacion de
autovalores:
Hjki = Ekjki (4.1)
Sin embargo, si no es posible hallar los autovalores exactos del Hamiltoniano
es posible utilizar un ket de prueba j i el cual debera depender de un numero
nito de parametros.
El valor esperado del Hamiltoniano en el estado j i toma la siguiente forma:
hHi = h jHj ih j i (4.2)
El estado j i puede ser escrito como una combinacion lineal de los estados
propios del Hamiltoniano:
j i =
X
k
ckjki (4.3)
Utilizando la expresion (4.2) y (4.3) se obtiene:
hHi =
P
k
P
l ckc

l hljHjkiP
k ckc

k
(4.4)
A partir de valores propios (4.1) la anterior ecuacion se puede expresar de la
siguiente forma:
hHi =
P
k ckc

kEkP
k ckc

k
(4.5)
hHi = jc0j
2E0 +
P
k=1 ckc

kEkP
k ckc

k
(4.6)
Utilizando la expresion Ek = Ek+E0 E0 la ecuacion (4.6) se puede escribir
de la siguiente forma [22]:
hHi =
P
k=1 ckc

k(Ek   E0)P
k ckc

k
+ E0 (4.7)
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Puesto que el factor Ek   E0 es mayor que cero, se concluye que:
hHi > E0 (4.8)
El anterior resultado asegura que siempre la energa hallada con cualquier
ket de prueba sera mayor al estado base exacto del sistema fsico.
En concreto, al variar los parametros de los que depende el ket de prueba
se busca minimizar el valor esperado de la energa con el n de acercarse lo
maximo posible al valor exacto del estado base del Hamiltoniano.
El tipo de funcion de prueba mas utilizado, consiste en la combinacion lineal
de un conjunto nito de N kets pertenecientes a una base ortonormal[24]:
j i =
X
n
cnj'ni (4.9)
Reemplazando la anterior ecuacion (4.9) en la ecuacion (4.2) se obtiene:
hHi =
P
m
P
n cnc

mh'mjHj'niP
n cnc

n
(4.10)
Para encontrar los estados estacionarios del Hamiltoniano se realiza la varia-
cion del valor esperado del Hamiltoniano respecto a los parametros lineales
ck y se coloca la siguiente condicion
@H
@ck
= 0. Para aplicar la condicion men-
cionada es conveniente escribir la expresion (4.10) de la siguiente forma:
hHi
X
n
cnc

n =
X
m
X
n
cnc

mh'mjHj'ni (4.11)
Derivando respecto a ck se obtiene:X
n
h'kjHj'nicn = hHick (4.12)
La ecuacion matricial (4.12) es una ecuacion de valores propios de dimension
N, la cual se puede identicar con Hj i = Ej i. Por tanto el calculo de los
autovalores de la ecuacion (4.12) proporcionara una buena aproximacion a
las energas exactas del sistema fsico.
4.1.2. Descripcion del metodo numerico utilizado en la
construccion del espectro del Charmonium
Con el n de hallar valores aproximados de la ecuacion de Schrodinger
se supondra una funcion de prueba como la descrita en la ecuacion (4.9). La
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combinacion lineal estara constituida de 10 elementos de la base generaliza-
da. Por lo tanto, la matriz Hamiltoniana (4.12) sera construida utilizando la
base generalizada a partir de una rutina en fortran que fue construida con
este n especico (Ver apendice B.1).
Posteriormente, sera diagonalizada utilizando uno de los programas publicos
del CERN conocido como Dsyev.
El parametro variacional de la base generalizada r sera barrido con el n de
acercarse aun mas al valor exacto del estado base, en virtud del principio
variacional.
Por ultimo, se realizara un t sobre los parametros del potencial, con el n
de reproducir de la mejor forma posible los masas experimentales del Char-
monium.
Vale la pena notar que cada vez que se modique el parametro variacional
sera necesario construir y diagonalizar la matriz Hamiltoniana, lo cual incre-
menta el tiempo de calculo.
Este metodo de solucion numerica aproximada de la ecuacion tipo Schrodin-
ger sera identicado con el nombre \diagonalizacion-minimizacion (DM)" y
es con el cual seran obtenidos los espectros de energas para los diferentes
sistemas analizados.
4.2. Elemento de la matriz Hamiltoniana con
la base generalizada
Con el proposito de obtener resultados concretos de las energas, se de-
nira el comportamiento asintotico de la funcion de onda generalizada de la
siguiente forma relativamente sencilla:
F (s) = sf (4.13)
f > 0 (4.14)
Utilizando esta funcion para F (s), la base generalizada de la Ec(3.8) toma
la siguiente forma:
Rn;l(s) =
1
r
3
2
(
n!
 ( + n+ 1)
)
1
2f
1
2 s
f+f 3
2 Ln(s
f ) exp( 1
2
sf ) (4.15)
El elemento de matriz de un Hamiltoniano con energa cinetica no relativista
es:
hn; ljHjn0; li = hn; lj p
2
2m
jn0; li+ hn; ljV (r)jn0; li (4.16)
4.2. ELEMENTO DE MATRIZ CON BASE GENERALIZADA 33
Donde la masa m es tomada como uno de los parametros del modelo de po-
tencial.
Expresado en forma integral, el elemento da matriz correspondiente al po-
tencial es:
hn; ljV (r)jn0; li =
Z 1
0
drr2Rn;l(r)V (r)Rn0;l(r) (4.17)
Haciendo el cambio de variable r = rs y utilizando en V (r) el potencial de
Coulomb se obtiene:
hn; ljV (r)jn0; li =
Z 1
0
drr2Rn;l(r)( 0
r
)Rn0;l(r) (4.18)
hn; ljV (s)jn0; li =  0
r
n!
 ( + n+ 1)
Z
sdsfsf+f 3Ln(s
f ) exp( sf )Ln0(sf )
(4.19)
Donde 0 representa la constante de estructura na.
En el caso del Charmoniun el potencial tiene un termino adicional de con-
namiento del tipo rk. El elemento de matriz correspondiente es:
hn; ljVconf (r)jn0; li = 
Z
drr2R(r)n;lr
kRn0;l(r) (4.20)
En terminos de la forma explcita de la base generalizada y la variable adi-
mensional s la expresion (4.20) queda:
hn; ljVconf (s)jn0; li = n!
 ( + n+ 1)
rk
Z
dsfs2+ksf+f 3
Ln(s
f ) exp( sf )Ln0(sf ) (4.21)
Por otro lado, el elemento de matriz correspondiente a la energa cinetica es:
hn; lj p
2
2m
jn0; li =   1
2m
Z
drr2Rn;l(r)r2Rn0;l(r) (4.22)
hn; lj p
2
2m
jn0; li =   1
2mr2
Z
dss2Rn;l(s)r2sRn0;l(s) (4.23)
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En el apendice A se muestra que el Laplaciano de la base generalizada se
puede expresar de la siguiente forma analtica:
r2sRn0;l(s) =
1
r
7
2
(
n0!
 ( + n0 + 1)
)
1
2f
1
2 exp( 1
2
sf )s
f+f 3
2 fLn0(sf )[
1
4
f 2s2f 2
  1
2
f(
3f + f  5
2
)sf 2   1
2
f(
f + f  3
2
)sf 2+
(
f + f  3
2
)(
f + f  5
2
)s 2 fsf 2+(f+f 3)s 2] fsf 1L+1n0 1(sf )[ fsf 1
+ (f + f  3)s 1 + (f   1)s 1 + 2s 1] + L+2n0 2(sf )[f 2s2f 2]g (4.24)
Utilizando los anteriores resultados e implementando un programa numerico
(vease el Apendice B.1) es posible construir la matriz Hamiltoniana con la
base generalizada. En el caso del Charmonium donde no son conocidos los
parametros del potencial, es necesario hacer un t sobre los parametros libres
del modelo al comparar los resultados numericos con los datos experimenta-
les. De esta manera es posible reproducir en forma aproximada el espectro
de un sistema ligado como el Charmonium.
4.3. Solucion numerica de la ecuacion de
Schrodinger con un potencial tipo
Coulomb
Para validar el metodo numerico, se comenzara esta seccion utilizando
el potencial de Coulomb con el n de reproducir el espectro de energas del
atomo de hidrogeno utilizando la base generalizada.
La solucion a la ecuacion de Schrodinger utilizando el potencial V (r) =   e2
r
ya fue discutida en la seccion 2.4.2 (ver ecuacion (2.42)).
Es caracterstica de las funciones de onda del atomo de hidrogeno, la depen-
dencia de la energa en su comportamiento asintotico debido a que cuando
r ! 1 se cumple que V (r) ! 0. A causa de ello las funciones (2.42) no
forman una base completa porque solo se tiene en cuenta los estados ligados.
Recordemos que, en cambio, en la base generalizada no tenemos dependencia
de la energa en F (s) las cuales representan un conjunto completo y ortonor-
mal.
La funcion de onda radial en la expresion (2.42) tiene transformada de Fourier
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analtica. La graca de la funcion de onda radial en el espacio del momentum
para el estado base se presenta a continuacion (guras 4.1). Esta graca fue
hallada en forma numerica con la base generalizada a traves de la expresion
(3.31).
La graca concuerda con la que se obtiene analticamente.
0
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Figura 4.1: Funcion de onda en el espacio del momentum R(q) en (MeV ) 
3
2
Vs q (variable adimensional), obtenido numericamente
Utilizando el comportamiento asintotico F (s) = s (con f=1 segun (4.13)) en
la base generalizada y el potencial de Coulomb las energas de los estados
encontrados para el atomo de hidrogeno se presentan en la tabla 4.1. Se ob-
servan las coincidencias para la mnima energa y primer estado excitado con
el momento angular orbital l = 0; 1; 2 y una buena aproximacion al segundo
estado exitado.
Los anteriores resultados en cuanto al calculo de los estados ligados y la repro-
duccion de la funcion de onda en el espacio del momentum brindan conanza
en el metodo numerico (por lo menos para los estados de baja excitacion).
Sin embargo, el orden de magnitud de las energas halladas en el atomo de
hidrogeno no se asemejan a las masas que comunmente se encuentran en el
estudio del Charmonium. Por tanto, y para terminar, utilizaremos parame-
tros de diferente valor en el potencial tipo Coulomb para mostrar que, con
el metodo DM, se pueden reproducir correctamente niveles energeticos del
orden de los MeV en las energas de los estados ligados con un potencial tipo
Coulomb.
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Espectro atomo de hidrogeno
Estado EBGn;l (eV ) E
exacto
n;l (eV )
1s -13.6 -13.6
2s -3.4 -3.4
3s -1.2 -1.5
1p -3.4 -3.4
2p -1.5 -1.5
3p -0.7 -0.85
1d -1.51 -1.51
2d -0.85 -0.85
3d -0.5 -0.54
Tabla 4.1: Espectro del atomo de hidogeno utilizando la base generalizada
comparado con el resultado exacto
Utilizando los siguientes parametros en el potencial 0 = 1 ; m = 1200MeV
se obtienen valores para algunos estados con energas medidas en MeV. En la
Espectro de un sistema arbitrario
Estado En;l(MeV ) E
exacto
n;l (MeV )
1s -600 -600
2s -150 -150
3s -41.6 -66.6
1p -150 -150
2p -66.6 -66.5
3p -37.3 -37.5
1d -66.6 -66.6
2d -37.4 -37.5
3d -23.8 -24
Tabla 4.2: Espectro de un sistema obtenido con parametros arbitrarios
tabla 4.2 se observan las energas obtenidas con los parametros previamente
mencionados.
Los resultados obtenidos permiten avanzar al calculo de las masas del Char-
monium.
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4.4. Calculos de masa del Charmonium con
parametros de referencia
Otra prueba, consistira en reproducir las masas \desnudas" (sin interac-
ciones dependientes del espn), por medio de nuestro metodo, del Charmo-
nium obtenidas en la referencia [2] en donde utilizaron una tecnica numerica
diferente. La energa cinetica usada es la no relativista y el potencial que
all utilizan en el Hamiltoniano no perturbativo presenta el termino tipo
Coulomb mas el potencial de connamiento lineal, conocido como potencial
de Cornell, ya discutido en la seccion 2.3:
V (r) =  4
3r
+ r (4.25)
Los parametros que se utilizan se muestran en la tabla 4.3:
Parametros referencia
 (MeV ) m(MeV )
0.29 1306 1218.5
Tabla 4.3: Parametros utilizados en la referencia [2]
Los resultados obtenidos por medio de la base generalizada y por la re-
ferencia [2] se muestran en la tabla 4.4, donde debe recordarse que las masa
se calcula de la siguiente forma:
Mn;l = 2m+ En;l (4.26)
Donde En;l son los autovalores que surgen en la diagonalizacion de la matriz
Hamiltoniana y m es la masa asignada a cada quark.
En esta tabla es posible observar las buenas concordancias entre los resul-
tados obtenidos con la base generalizada, donde el comportamiento asintoti-
co de las funciones de onda es el sugerido por el potencial de connamiento
(vease la tabla 3.1 para el potencial de Cornell), con las masas obtenidas en
la referencia.
Los buenos resultados obtenidos son producto de la modicacion del com-
portamiento asintotico en base a este connamiento particular (ec (4.25)).
Sin embargo, un connamiento lineal puede no ser el mas apropiado para
mejorar los resultados numericos. Por lo tanto lo mas conveniente es cambiar
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Charmonium
Estado MBGn;l (MeV ) M
ref
n;l (MeV )
1s 3086 3086
2s 3829 3828
3s 4427 4404
4s 5110 |
1p 3573 3573
2p 4179 4179
3p 4697 |
4p 5163 |
1d 3944 3944
2d 4484 |
3d 4965 |
4d 5405 |
Tabla 4.4: Masas sin interacciones hipernas halladas a partir de la base
generalizada (segunda columna) utilizando los parametros citados en la tabla
4.3, comparadas con las masas obtenidas en la referencia [2] (tercera columna)
la forma del potencial de connamiento, lo cual, modicara automaticamante
el comportamiento asintotico de la base generalizada. Este cambio no afec-
tara la ortonormalidad de las mismas, asegurando la efectividad del metodo
para hallar las masas de los diferentes estados del Charmonium.
4.5. Energas del atomo de hidrogeno y del
Charmonium utilizando la base de
oscilador armonico
Algunos detalles de la base de oscilador armonico y las ventajas que esta
presenta ya fueron resumidas en la seccion 2.4.1. En esta seccion se mos-
trara el espectro del atomo de hidrogeno y del Charmonium utilizando la
base de oscilador ar monico en la construccion de la matriz hamiltoniana para
su diagonalizacion y minimizacion. Los resultados para la energa del atomo
de hidrogeno obtenidos utilizando la base de oscilador armonico se muestran
en la segunda columna de la tabla 4.5. Se observa la buena concordancia para
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el estado base, una aproximacion aceptable para el primer estado excitado
por lo menos para l = 1; 2 y unos resultados no aceptables para los siguientes
estados excitados. Estas discrepancias son debidas, a la diferencia entre los
comportamientos asintoticos de la base y del potencial del sistema fsico lo
cual genera una clara deciencia en el calculo de las energas de los estados
excitados.
Esto se ve aun con mas claridad al comparar con los datos obtenidos utili-
zando la base generalizada, con la cual se obtienen mejores resultados para
los estados excitados.
Espectro atomo de hidrogeno
Estado EOAn;l (eV ) E
BG
n;l (eV ) E
exacto
n;l (eV )
1s -13.5 -13.6 -13.6
2s 0.5 -3.4 -3.4
3s | -1.2 -1.5
1p -3.4 -3.4 -3.4
2p -1.2 -1.5 -1.5
3p 1.3 -0.7 -0.85
1d -1.51 -1.51 -1.51
2d -0.8 -0.85 -0.85
3d -0.04 -0.5 -0.54
Tabla 4.5: Espectro del atomo de hidrogeno utilizando la base de OA (se-
gunda columna), base generalizada BG, (tercera columna) comparado con el
resultado exacto (cuarta columna)
Por otro lado las masas del Charmonium obtenidas utilizando los parame-
tros de la tabla 4.3 se presentan en la tabla 4.7 donde se han obtenido a partir
de la base de oscilador armonico, base generalizada, de la referencia [2], y por
ultimo nuevamente con base de oscilador armonico pero realizando un t so-
bre los parametros fenomenologicos de tal manera que reproduzcan mejor los
datos de la referencia, encontrando los valores que se muestran en el tabla
4.6. Utilizando estos parametros se encuentran las masas del Charmonium
que se exponen en la quinta columna de la tabla 4.7.
Utilizando la base de oscilador se obtienen buenos resultados para los
estados de menor energa para cada l = 0; 1; 2 muy cerca de los obtenidos por
la base generalizada, sin embargo, los estados excitados no siguen el mismo
patron. Esto muestra las limitaciones de esta base en el calculo de la masas
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Parametros con base de oscilador
 (MeV ) m(MeV )
0.33 1390 1382
Tabla 4.6: Parametros encontrados con la base de oscilador armonico que
mejor reproducen los datos de la referencia [2]
para los estados exitados, pues los resultados obtenidos resultan ser mucho
mayores de lo esperado, defecto importante si se tiene en cuenta que aun los
resultados obtenidos en la referencia estan lejos de los valores experimentales
(sin interacciones nas e hipernas) como se mostrara posteriormente.
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Espectro del Charmonium
Estado MOAn;l (MeV ) M
BG
n;l (MeV ) M
ref
n;l (MeV ) M
nuevofit
n;l (MeV )
1s 2819.2 3086 3086 3077
2s 3688 3829 3828 3930.7
3s 4598.3 4427 4404 4804.9
4s 5731 5110 | 5869.2
1p 3310.6 3573 3573 3576
2p 4144.6 4179 4179 4387.7
3p 4980.2 4697 | 5194.5
4p 5872.5 5163 | 6022.3
1d 3750.45 3944 3944 4009.6
2d 4577 4484 | 4812.3
3d 5401.2 4965 | 5612.3
4d 6225 5405 | 6410.6
Tabla 4.7: Masas del Charmonium utilizando la base de oa (segunda colum-
na), base generalizada, (tercera columna) y referencia utilizando parame-
tros de la tabla 4.3 (cuarta columna). En la quinta columna se exponen las
masas halladas con base de oscilador armonico y con nuevos parametros:
m = 1382MeV ,  = 1390MeV ,  = 0;33
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Captulo 5
Espectro del Charmonium
utilizando un modelo no
relativista con potencial de
connamiento de la forma rk
En el captulo anterior se valido el metodo de DM implementando la base
generalizada, por medio de la reproduccion del espectro de energa de un caso
analtico conocido: el potencial de Coulomb. Se estudio tambien los valores
de las masas \desnudas" del Charmonium encontradas en la referencia [2],
las cuales no pueden ser calculadas analticamente. Por esta razon, el metodo
ya ha probado ser conable y es posible avanzar en el estudio del espectro del
Charmonium utilizando un modelo de potencial con connamiento diferente
al lineal. Al modicar el comportamiento del potencial de connamiento se
a~nade un parametro mas al modelo de potencial y se modica automatica-
mente el comportamiento asintotico de la base generalizada, manteniendose
su ortonormalidad.
Con el n de reproducir el espectro del Charmonium se utilizara un modelo
de potencial en el cual no se tendran en cuenta las correcciones relativis-
tas de las interacciones dependientes del espn (espn-orbita, espn-espn y
tensorial). Debido a esto no sera posible utilizar de forma directa los datos
experimentales de las masas de los diferentes estados del Charmonium.
En base a lo anterior se hallara en la seccion 5.1 a partir de los datos expe-
rimentales, el valor de las masas de cuatro estados del Charmonium sustra-
yendo por medio de una hipotesis perturbativa los efectos correspondientes
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a las interacciones dependientes del espn, las cuales seran identicadas con
las siglas IDE. Llamaremos estas masas sin IDE masas \desnudas".
A continuacion en la seccion 5.2 se realizara un t sobre los parametros del
potencial de tal manera que se reproduzcan de la forma mas aproximada
posible los valores de las masas desnudas obtenidas a partir de los datos
experimentales. Tambien en la misma seccion sera realizado el t sobre los
parametros fenomenologicos utilizando la base de oscilador armonico y los
resultados seran comparados con los previamente calculados y con los de la
referencia [2]. Finalmente se discutiran los resultados obtenidos.
5.1. Masas sin las correcciones dependientes
del espn a partir de los datos experi-
mentales
Puesto que en este trabajo no se estudian las correcciones debidas a las
IDE, es necesario comparar las masas obtenidas utilizando la base genera-
lizada con el valor experimental de las masas sin estas interacciones que
llamamos \masas desnudas".
Con este n hacemos la hipotesis que la IDE pueden ser tratadas perturba-
tivamente.
La expresion perturbativa del Hamiltoniano esta conformada por la interac-
cion espn-espn, espn-orbita y tensorial como se expone a continuacion:
H(1) = Uss(r)~s1  ~s2 + ULS(r)~L  ~S + UT (r)OT (r^; ~s1~s2) (5.1)
Donde el operador de la interaccion tensorial esta dada por:
OT (r^; ~s1~s2) = 12[(~s1  r^)(~s2  r^)  1
3
~s1  ~s2] (5.2)
Dada la estructura de la IDE podemos utilizar estados acoplados de la forma:
jn; l; S; J;Mi =
X
ml;ms
jn; l;mlijS;msihl;ml;S;msjJ;Mi = [jn; li 
 jSi]J;M
(5.3)
Recordemos que l  0 y S = 0; 1
Despreciaremos, como es costumbre en fsica del Charmonium, los elementos
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no diagonales en l dados por el operador tensorial de la ecuacion (5.2).
Por tanto la ecuacion de autovalores se escribe de la siguiente forma:
(H(0) +H(1))jn; l; S; J;Mi = (E(0)n;l + E(1)n;l )jn; l; S; J;Mi (5.4)
Analicemos perturbativamente cada termino del Hamiltoniano de la IDE. Los
terminos espn-espn y espn-orbita son comunmente tratados con la formula
de Lande. De donde se obtienen los siguientes resultados:
hn; l; S; J;M j(~s1  ~s2)Uss(r)jn; l; S; J;Mi = [1
2
S(S + 1) +
3
4
]W ssn;l (5.5)
hn; l; S; J;M j(~S~L)ULS(r)jn; l; S; J;Mi = 1
2
[J(J+1) L(L+1) S(S+1)]WLSn;l
(5.6)
Donde W ssn;l y W
LS
n;l representan los elementos de matriz de Uss(r) y ULS(r)
con la funciones de onda radiales.
Finalmente los elementos de matriz diagonales de la interaccion tensorial se
pueden calcular de manera estandar por medio del algebra de momentum
angular [21],[25]. Los resultados, bien conocidos en la literatura [2], tienen la
siguiente forma:
hn; l; S; J;M jUT (r)OT (r^; ~s1~s2)jn; l; S; J;Mi = (1  l;0)S;1W Tn;lKTl;J (5.7)
Donde KTl;J es:
KTl;J =
8><>:
 2(l+1)
2l 1 ; para J = l   1
2; para J = l
  2l
2l+3
; para J = l   1
Utilizando las anteriores ecuaciones es posible escribir la correccion a primer
orden en la teora de perturbaciones:
hn; l; S; J;M jH(1)jn; l; S; J;Mi = W ssn;l[
1
2
S(S + 1)  3
4
]+
WLSn;l
1
2
[J(J + 1)  L(L+ 1)  S(S + 1)] + (1  l;0)S;1W Tn;lKTl;J (5.8)
Podemos expresar ahora la masa de los diferentes estados del Charmonium
de la siguiente forma:
Mn;l;S;J =M (0)n;l + hn; l; S; J;M jH(1)jn; l; S; J;Mi (5.9)
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El termino Mn;l representa la masa experimental del Charmonium en un
determinado estado y M
(0)
n;l es la masa \desnuda" es decir, sin las IDE.
A partir de las anteriores ecuaciones, se puede extraer las masas M
(0)
n;l de los
datos de Particle Data Group (PDG) [26]. Por claridad se reproduce una
tabla con los datos experimentales que seran utilizadas en esta seccion.
Masas Experimentales
Estado MExp(MeV )
11S0 2980;4 1;2
13S1 3096;916 0;011
11P1 3526;21 0;25
13P0 3415;16 0;35
13P1 3510;59 0;10
13P2 3556;26 0;11
21S0 3638 5
21S1 3686;093 0;034
33S1 4040 10
Tabla 5.1: Masas experimentales de los estados del Charmonium extradas
del PDG
Para los estados 11S0 y 1
3S1 la correccion debido a la interaccion espn-orbita
y tensorial se anulan y solo permanece la espn-espn.
Utilizando las masas experimentales, la ecuacion (5.9) se reduce a las siguien-
tes expresiones para cada estado respectivamente:
M(11S0) =M (0)1;0  
3
4
W ss1;0 (5.10)
M(13S1) =M (0)1;0 +
1
4
W ss1;0 (5.11)
Resolviendo el sistema simple de ecuaciones obtenemos:
M
(0)
1;0 = 3067;78MeV (5.12)
W ss1;0 = 116;5MeV (5.13)
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Se puede proceder de manera semejante para hallar M1;1:
M(11P1) =M (0)1;1  
3
4
W ss1;1 (5.14)
M(13P0) =M (0)1;1 +
1
4
W ss1;1   2WLS11   4W T11 (5.15)
M(13P1) =M (0)1;1 +
1
4
W ss1;1  WLS11 + 2W T11 (5.16)
M(13P2) =M (0)1;1 +
1
4
W ss1;1 +W
LS
11  
2
5
W T11 (5.17)
Utilizando las masas experimentales (ver tabla 5.1) para resolver el sistema
de ecuaciones se obtienen los siguientes valores para los coecientes corres-
pondientes a las interacciones espn-espn. espn-orbita y tensorial:
M
(0)
1;1 = 3525;57MeV (5.18)
W ss1;1 =  0;8511MeV (5.19)
WLS11 = 34;93MeV (5.20)
W T11 = 10;08MeV (5.21)
Realizando el mismo procedimiento para n = 2; l = 2 se obtiene
M
(0)
2;0 = 3674MeV (5.22)
W ss2;0 = 48MeV (5.23)
Utilizando los valores encontrados para l = 0 es posible hacer una extra-
polacion lineal y hallar el valor de M3;0. Los resultados de las masas sin
interacciones dependientes del espn, M
(0)
n;l (masas \desnudas"), se muestran
en la tabla 5.2
Charmonium
Estado M
(0)
n;l (MeV )
1S 3067.78
2S 3674.07
3S 4037.22
1P 3525.5
Tabla 5.2: Masas desnudas obtenidas de los datos experimentales
Debido a la falta de datos experimentales no es posible obtener las masas
sin IDE de otros estados excitados correspondientes a l = 1; 2
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5.2. Fit de parametros con potencial de con-
namiento de la forma rk
Con el n de obtener mejores resultados en la reproduccion de los valores
de las masas de los estados del Charmonium de la tabla 5.2 se optara por
la utilizacion de un potencial de connamiento no lineal dado por ( r
d
)k. Es
necesario aclarar que d es un parametro \dummy" de valor 1fm que se coloca
para dar sentido dimensional al potencial de connamiento; de esta forma 
tiene unidades de energa.
Utilizando la base generalizada con este potencial de connamiento, se man-
tiene su caracter ortonormal al modicar su comportamiento asintotico acor-
de al potencial, proporcionando mejores resultados numericos que la base
convencional de OA.
El Hamiltoniano utilizado para realizar el t sobre los parametros del poten-
cial es:
H =
p2
m
  4
3r
+ (
r
d
)k (5.24)
Donde se ha tenido en cuenta que la masa reducida es  = m
2
El ajuste del espectro se llevara a cabo diagonalizando la matriz Hamiltoniana
construida con la base generalizada, barriendo el parametro variacional r para
encontrar el mnimo valor de energa y modicando los parametros libres
del potencial m;; ; k hasta encontrar los que mejor se ajusten a los datos
experimentales.
Los parametros del Hamiltoniano que mejor reproducen los valores de las
masas desnudas (ver tabla 5.2) se muestran en la tabla 5.3 y los valores de
masas obtenidas con estos parametros se exponen en la tabla 5.4
Fit de parametros
 (MeV ) m(MeV ) k
0.28 1145 1178 0.74
Tabla 5.3: Parametros obtenidos al realizar el t, utilizando los valores de las
masas sin interaccion espn-orbita ni hipernas
Los datos de la tabla 5.4 muestran una buena concordancia entre los re-
sultados numericos obtenidos utilizando la base generaliza y los obtenidos
directamente de los datos experimentales, excepto en el estado 3S. Esto pue-
de ser explicado como resultado del efecto relativista, el cual, se hace mas
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Charmonium
Estado MBGn;l (MeV ) M
(0)
n;l (MeV )
1S 3068 3067.78
2S 3671.5 3674.07
3S 4121.6 4037.22
1P 3483.2 3525.5
1D 3779.3 |
Tabla 5.4: Masas, sin interacciones espn-orbita ni hipernas, obteni-
das numericamente. Donde el potencial de connamiento es Vconf =
1145Mev(r=d)0;74 . En la tercera columna se reproducen las masas de la
tabla 5.2
evidente en los estados mas excitados. Aun as, la diferencia no es muy signi-
cativa y es bueno tener presente que este dato fue obtenido por extrapolacion
lineal debido a la ausencia de datos experimentales para el estado de singlete
del tercer estado excitado.
Con el n de comparar con los datos numericos obtenidos previamente (tabla
5.4), seran hallados numericamente los valores de las masas de los estados del
Charmonium haciendo nuevamente un t sobre los parametros del potencial,
pero utilizando la base de OA como base de prueba.
Los valores de los parametros del potencial hallados, utilizando la base de
OA, se muestran en la siguiente tabla 5.5 y las masas obtenidas para los
estados del Charmonium se muestran en la tabla 5.6, y se contrastan con los
obtenidos con la base generalizada.
Fit de parametros
 (MeV ) m(MeV ) k
0.28 950 1240 0.79
Tabla 5.5: Parametros obtenidos al realizar el t, utilizando la base de OA
En la tabla 5.6 pueden ser comparados los valores obtenidos por las bases
OA y BG. Se observa que los valores numericos obtenidos por la base de OA
son menos proximos a las masas \desnudas" extrapoladas de los datos expe-
rimentales consignados en la tercera columna de la tabla 5.6 en comparacion
con los obtenidos con la BG. En particular se observa como los estados exci-
tados para l = 0, usando la base de OA, no son aceptables.
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Charmonium
Estado MBGn;l (MeV ) M
OA
n;l (MeV ) M
(0)
n;l (MeV )
1S 3068 3073.9 3067.78
2S 3671.5 3716.5 3674.07
3S 4121.6 4614 4037.22
1P 3483.2 3428.8 3525.5
1D 3779.3 3696.3 |
Tabla 5.6: Masas, sin interacciones espn-orbita ni hipernas, obtenidas
numericamente. En las segunda y tercera columna se muestran las masas
del Charmonium utilizando la base generalizada y base de OA. En la cuarta
columna se reproducen las masas de la tabla 5.2
Los resultados anteriores siguen argumentando la superioridad de la BG fren-
te a la base de OA en el calculo de las masas de los estados del Charmonium
debido a su caracter asintotico exible.
5.3. Comparacion de resultados
Con el n de vericar que tan buenos son los resultados obtenidos con
la base generalizada con respecto a las de OA y los de [2], se utilizara el 2
denido de la siguiente forma:
2 =
nX
i=1
(Eexpi   Eteoi )2! (5.25)
Donde tomamos, por razones de sencillez, ! = 1MeV  1, es decir un peso
igual para cada estado. Es necesario aclarar que seran tomados como datos
experimentales aquellos que se hallaron al restarle las interacciones depen-
dientes del espn (tabla 5.2), es decir, las masas \desnudas". Utilizando la
ecuacion (5.25) se hallaron los siguientes valores de 2 para los datos de la
referencia [2] y los datos hallados numericamente y relacionados en las tablas
5.4 5.6.
Donde 2ref fue hallado para los datos de la referencia [2], 
2
BG fueron
hallados utilizando la BG, 2OA y con la base de OA.
Recuerdese que el potencial utilizado en la referencia es (2.6).
Al comparar los valores de la tabla 5.7 se observa que el mejor resultado se
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valores del 2
2ref 160809
2BG 8918
2OA 343877
Tabla 5.7: Valores obtenidos para el 2 para los datos hallados numericamente
logra cuando se utiliza la base generalizada, evidenciando su utilidad en el
calculo numerico de energas de estados ligados.
5.4. Discusion de resultados
En el presente captulo se han obtenido los valores de las masas desnudas
de cuatro estados del Charmonium. Los resultados que mas se acercan a los
valores experimentales se obtuvieron cuando se utilizo la BG para construir
la matriz Hamiltoniana con un potencial de connamiento diferente al lineal.
Esto fue sustentado con el calculo del 2 pues, bajo estas condiciones, fue
obtenido un valor menor en comparacion con la referencia [2] y con el uso de
la base de OA.
A nivel fsico, de los resultados encontrados es posible inferir que la version
simplicada del potencial lineal de connamiento no es la mas efectiva en la
reproduccion del espectro del Charmonium. Por tanto, un potencial de con-
namiento del tipo rk se constituye en una mejor opcion para la descripcion
del Charmonium.
Es importante destacar que estos resultados fueron obtenidos debido a que
el comportamiento asintotico de la funcion de onda se adecua a la forma
del potencial de connamiento. Esto indica que la adaptacion del comporta-
miento asintotico la funcion de onda se constituye en un factor relevante en
el calculo numerico de las energas del sistema ligado.
Por otro lado los resultados obtenidos utilizando como base de prueba las
funciones de OA, muestran que no es la mas apropiada para construir el es-
pectro del Charmonium. Esto se evidencia en los valores encontrados para los
estados excitados los cuales son inaceptables en la descripcion del espectro
del sistema ligado.
En base a estos resultados es posible armar que el uso de la base generalizada
permite resolver con mejor aproximacion la ecuacion de Schrodinger.
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Captulo 6
Espectro del Charmonium
utilizando la energa cinetica
relativista
La correccion relativista, a primer orden en la teora de perturbaciones,
asociada a la energa cinetica se considera parte importante de la estructura
na de sistemas ligados quark-antiquark, en especial para las correcciones a
la energa relacionadas con los estados excitados.
La base elegida para construir la matriz Hamiltoniana es clave para realizar
un buen calculo numerico de estas correcciones y para optimizar el resultado.
Recordemos que, en esta base, el comportamiento asintotico de las funciones
de onda debera ser determinado por el potencial de connamiento. Adicio-
nalmente y para mayor precision sera conveniente que dicha base permitiera
trabajar en el espacio del momentum para realizar los calculos con la expre-
sion completa de la energa cinetica relativista. Ambas cosas se logran con la
base generalizada, sin embargo, con el n de establecer la importancia de las
correcciones y de comparar con los calculos realizados con la energa cineti-
ca completa es conveniente realizar los calculos del efecto relativista desde
las dos perspectivas: 1) realizando la expansion en series y considerando el
segundo termino en forma perturbativa; 2) utilizando la expresion completa
de la energa cinetica.
En base a lo anterior, en este captulo (ver seccion 6.1) se calcularan las
correcciones relativistas debido al segundo termino en la expansion en serie
de potencias de la energa cinetica   p4
4m3
utilizando los parametros de la re-
ferencia [2] y los obtenidos en la seccion 5.1 (tabla 5.3). Posteriormente, en
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la seccion 6.2, se realizara el calculo de las masas del Charmonium con la
energa cinetica relativista 2
p
p2 +m2 utilizando los parametros de la refe-
rencia [2] y adicionalmente los parametros utilizados en la reproduccion de
las masas \desnudas" extrapoladas de los datos experimentales (Tabla 5.3).
Se discutiran los resultados hallados comparando los valores obtenidos de
las masas mas correcciones con los valores de masa obtenidos utilizando el
termino completo de la energa cinetica.
Finalmente, en la seccion 6.3, se realizara un nuevo t sobre los parametros
libres utilizando la expresion completa de la energa cinetica.
6.1. Correccion a primer orden de la energa
cinetica
Discutimos ahora el calculo perturbativo de la correccion relativista a la
energa cinetica.
En el centro de masa del sistema se tiene que ~p1 =  ~p2 = ~p. por lo tanto la
expansion de la energa cinetica en potencias de p tiene la forma:
Ec = 2
p
p2 +m2   2m  p
2
m
  p
4
4m3
+ :::: (6.1)
Donde el ultimo termino representa el operador de correccion relativista.
En la base generalizada de los estados jl; ki (donde omitimos el numero
cuantico mk) los elementos de matriz del operador correccion relativista se
escriben como:
ECRl;k0;k =  
1
4m3
hl; k0jp^4jl; ki (6.2)
Recordemos que el procedimiento numerico de diagonalizacion del Hamilto-
niano H(0) arroja, como resultado aproximado para los estados jl;niD (aso-
ciados a los autovalores E
(0)
k;l ) una expresion de la forma:
jl;niD =
X
k
ank jl; ki (6.3)
donde los ank representan las amplitudes dadas por el procedimiento de dia-
gonalizacion; la suma se realiza sobre los diez estados de la base.
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Utilizando la teora de perturbaciones al primer orden, la correccion relati-
vista de la energa cinetica se escribe como:
ECRl;n =  
1
4m3
hl;njp4jl;niD (6.4)
=   1
4m3
X
k0k
ank0 a
n
khl; k0jp4jl; ki (6.5)
Utilizando los parametros de la tabla 4.3 se calculara ECRn;l . Los resultados
se muestran en la tabla 6.1 donde a su vez se comparan con los autovalores
E
(0)
n;l del Hamiltoniano H
(0). Tambien all se consigna la masa total del Char-
monium Mn;l denida por la expresion Ec(4.26).
Al comparar estas cantidades se podra determinar si las correcciones a pri-
mer orden pueden ser consideradas como correcciones perturbativas. Adicio-
nalmente se exponen los valores de las masas mas la correccion respectiva
M 0n;l =Mn;l + E
CR
n;l
Correcciones relativistas a primer orden Charmonium
Estado ECRn;l (MeV ) E
(0)
n;l (MeV ) Mn;l(MeV ) M
0
n;l(MeV ) M
(0)
n;l (MeV )
1s -65.9 648.9 3086 3020 3067.78
2s -141.6 1392.5 3829 3687.9 3674.7
3s -278.2 1990.8 4427 4149.6 4037.2
4s -765.8 2666.4 5110 4337.6 |
1p -34.8 1136.2 3573 3538.3 3525.5
2p -92.5 1742.7 4179 4087.2 |
3p -181.6 2266.5 4697 4521.9 |
4p -413.6 2803.1 5163 4826.5 |
1d -17.9 1507.7 3944 3926.8 |
2d -62.3 2047.5 4484 4422.3 |
3d -137.2 2532.8 4965 4832.6 |
4d -324.2 3033.2 5405 5146 |
Tabla 6.1: Correcciones relativistas a primer orden calculadas utilizando m =
1218;5MeV;  = 0;29;  = 1306MeV ,donde el potencial es V =   43r + ( rd )
Se repite el calculo de las correcciones relativistas en el caso del potencial
V =  4
3r
+ ( r
d
)k con k = 0;74 utilizando los parametros hallados en el
captulo anterior, los cuales estan consignados en la tabla 5.3. Los resultados
se muestran en la tabla 6.2.
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Correcciones relativistas a primer orden Charmonium
Estado ECRn;l (MeV ) E
(0)
n;l (MeV ) Mn;l(MeV ) M
0
n;l(MeV ) M
(0)
n;l (MeV )
1s -54.3 712 3068 3013.7 3067.78
2s -95.4 1315.46 3671.5 3576.1 3674.7
3s -178.9 1765.60 4121.6 3942.7 4037.2
4s -532 2285.89 4641.9 4109.8 |
1p -23.6 1127.19 3483.2 3459.5 3525.5
2p -55.1 1586.85 3942.8 3887.7 |
3p -113.8 1971.15 4327.1 4213.3 |
4p -306.9 2402.51 4758.5 4451.6 |
1d -10.6 1423.26 3779.3 3768.6 |
2d -33.8 1814.99 4170.9 4137.2 |
3d -78.7 2159.84 4515.8 4437.1 |
4d -218.1 2546 4902 4683.9 |
Tabla 6.2: Correcciones relativistas a primer orden, datos obtenidos en captulo anterior
m = 1178MeV;  = 0;28;  = 1145MeV; donde M 0n;l =Mn;l + E
RC
n;l
6.1.1. Discusion de resultados
En la seccion anterior se han calculado los efectos relativistas de la energa
cinetica del Hamiltoniano H(0) perteneciente al Charmonium utilizando la
teora de perturbaciones a primer orden. En particular, se calculo el resulta-
do de estas correcciones utilizando los parametros de la referencia [2], donde
el Hamiltoniano utiliza el potencial de Cornell y la expresion no relativista
de la energa cinetica. En la tabla 6.1 se observan las correcciones en cuen-
tion cuyos valores comparados con En;l muestran la posibilidad de tratar el
sistema de forma no relativista hasta el primer estado excitado. Sin embar-
go, la correccion relativista se vuelve apreciable para los estados excitados
mas altos. Por esta razon los datos indican que no es posible despreciar esta
correccion relativista de la \estructura na" del cc.
Por otro lado, las correcciones que surgen utilizando el Hamiltoniano (5.24)
con k = 0;74 se muestran en la tabla 6.2 son mas peque~nos que los corres-
pondientes de la tabla 6.1. Pero, tambien en este caso, es necesario tener en
cuenta estas correcciones para determinar el espectro de masa del cc.
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6.2. Calculo con expresion exacta de la energa
cinetica relativista
Con el n de estudiar un modelo relativista se utiliza en el Hamiltoniano
el termino de la energa cinetica relativista completa. Por lo tanto, el Hamil-
toniano H(0) que se utiliza en esta seccion es:
H(0) = 2
p
p2 +m2   4
3r
+ (
r
d
)k (6.6)
Recuerdese que d es un parametro dummy de valor 1fm
Como en la seccion anterior utilizaremos los parametros de la referencia [2]
y se calcularan las masas a partir de este Hamiltoniano diagonalizando y
minimizando al variar el parametro r. Los resultados se muestran en la tabla
6.3 y se comparan con las masas M 0n;l obtenidas por medio de la correccion
relativista.
Masa del Charmonium
Estado MRn;l(MeV ) M
0
n;l(MeV ) Mn;l(MeV ) M
(0)
n;l (MeV )
1s 3031.4 3020 3085.9 3067.78
2s 3724.2 3687.9 3829.5 3674.7
3s 4338.6 4149.6 4427.9 4037.2
4s 5040.2 4337.6 5103.4 |
1p 3512 3538 3573.2 3525.5
2p 4052.4 4087.2 4179.7 |
3p 4503.7 4521.9 4703.5 |
4p 4902.2 4826.5 5240.1 |
1d 3865.4 3926 3944.7 |
2d 4336.3 4422.3 4484.5 |
3d 4747.3 4832.6 4969.8 |
4d 5117.4 5146 5470.2 |
Tabla 6.3:MR es la masa cc utilizando la energa cinetica relativista yM 0n;l =Mn;l+E
RC
n;l
m = 1218;5MeV;  = 0;29;  = 1306MeV
Utilizando el potencial de Cornell (con k = 1) los resultados de los au-
tovalores de masa no concuerdan bien con las masas \desnudas" calculadas
a partir de los datos experimentales. En cambio, utilizando k = 0;74 los re-
sultados mejoran. Se presentan entonces los resultados obtenidos utilizando
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el Hamiltoniano (6.6) con el n de reproducir el espectro del Charmonium .
Los resultados se muestran en la tabla 6.4.
Masa del Charmonium
Estado MRn;l(MeV ) M
0
n;l Mn;l(MeV ) M
(0)
n;l (MeV )
1s 3021.9 3013.7 3068 3067.78
2s 3599.4 3576.1 3671.5 3674.7
3s 4092.2 3942.7 4121.6 4037.2
4s 4677.6 4109.8 4641.9 |
1p 3439.82 3459.54 3483.19 3525.5
2p 3861.9 3887.7 3942.8 |
3p 4199 4213.3 4327.1 |
4p 4487 4451.6 4758.5 |
1d 3728.2 3768.6 3779.3 |
2d 4100.12 4084.41 4170.99 |
3d 4382.2 4437.1 4515.8 |
4d 4645.2 4683.9 4902 |
Tabla 6.4:MR es la masa cc utilizando la energa cinetica relativista yM 0n;l =Mn;l+E
RC
n;l
m = 1178MeV;  = 0;28;  = 1145MeV
6.2.1. Discusion de resultados
Como es bien conocido, los efectos relativistas son mas evidentes para
estados excitados, de tal manera que al utilizar la energa cinetica relativista
los estados excitados calculados numericamente deberan estar mas proximos
a las masas extrapoladas de los datos experimentales (tabla 5.2). El anterior
efecto se observa en la segunda columna de la tabla 6.3. Estos resultados
indican una reduccion de todos los valores de masa acercandose a los valores
obtenidos en la tabla 5.2 en especial en el estado base, a diferencia de los
estados excitados donde la diferencia sigue siendo marcada. Cuando se com-
para las tres ultimas columnas de la tabla 6.3 podra inferirse que los datos
obtenidos con la correccion a primer orden en la teora de perturbaciones
son mas apropiados que los obtenidos con la energa cinetica completa, sin
embargo, debe tenerse en cuenta que las correcciones obtenidas para los altos
estados excitados no pueden ser consideradas en verdad como correcciones
como se explico en la seccion 6.1.1.
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De igual forma se ha utilizado el Hamiltoniano con potencial de connamien-
to con k = 0;74 y se han obtenido los resultados de la tabla 6.4. Tambien se
observa una reduccion de los valores de masa del Charmonium en sus dife-
rentes estados en proporcion semejante al utilizar el potencial de Cornell.
Estos resultados sugieren la realizacion de un nuevo t sobre los parametros
fenomenologicos , ,m y k que lleven a una mejor reproduccion del espectro
experimental.
6.3. Fit de parametros con la energa cinetica
relativista
Para cerrar este captulo se mostraran los resultados de las masas del
Charmonium al haber realizado el t empleando el Hamiltoniano de la ecua-
cion (6.6), de tal manera que se reproduzcan de la mejor forma posible, los
datos de la tabla 5.2. Los resultados se exponen en la primera columna de
la tabla 6.5 y se comparan con la masas halladas con el Hamiltoniano no
relativista (ver tabla 5.4) en la segunda columna y con las masas \desnudas"
extradas de los datos experimentales.
Charmonium
Estado MRn;l(MeV ) Mn;l(MeV ) M
(0)
n;l (MeV )
1S 3075.7 3068 3067.8
2S 3649 3671.5 3674.7
3S 4077.3 4121.6 4037.2
4S 4535.7 4643 |
1P 3496.9 3483.2 3525.5
2P 3921.4 3942.8 |
3P 4263.2 4327.1 |
1D 3786.8 3779.3 |
2D 4142.9 4171 |
3D 4444.3 4515.8 |
Tabla 6.5: Masas cc utilizando la energa cinetica relativista con nuevos parametros
m = 1205MeV;  = 0;28;  = 1160MeV; k = 0;74
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6.3.1. Calculo de 2
Con los resultados obtenidos para la masas del Charmonium utilizando
la energa cinetica relativista completa, se calcula el valor del 2, con el cual
se obtiene una medida para comparar entre ellos los resultados obtenidos por
diferentes modelos. En la ultima la de la tabla 6.6 se consigna el valor de
2 obtenido con la expresion completa de la energa cinetica relativista. Es
valores del 2
2ref 160809
2BG 8922
2OA 343877
2BGR 3143
Tabla 6.6: Valores obtenidos para el 2 para los datos hallados numericamen-
te. En la ultima la se halla el hallado con la energa cinetica relativista
evidente que esta cantidad disminuye signicativamente con respecto a los
calculados en el capitulo 5. Esto muestra que los parametros hallados en el
t utilizando la energa cinetica relativista se ajustan de mejor forma a los
valores de masas \desnudas" extrapoladas de los datos experimentales.
6.3.2. Discusion de resultados
En la presente seccion se realizo el t sobre los parametros del potencial
utilizando la energa cinetica relativista en el Hamiltoniano. Al comparar las
columnas de la tabla 6.5 se nota la mejor concordancia entre los resultados
numericos de los estados excitados utilizando la energa cinetica relativista
(vease gura 6.1), aunque el primer estado excitado se aleje un poco del valor
de masa \desnuda". A pesar de ello, el resultado del 2 obtenido al utilizar
la energa cinetica relativista completa fue el de menor valor en comparacion
con los hallados en el capitulo anterior.
Esto nos permite armar que es necesario para mayor precision en la re-
produccion del espectro de energa, en particular de los estados excitados,
utilizar en el Hamiltoniano la energa cinetica relativista.
En otras palabras vericamos que los efectos relativistas no son despreciables
tampoco para un sistema compuesto por quarks pesados como el Charmo-
nium.
Vale la pena resaltar que los resultados obtenidos surgen como combinacion
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de varios factores: el uso de la energa cinetica relativista completa, el poten-
cial no lineal de connamiento. A nivel numerico ha sido de gran importancia
la utilizacion de las transformadas de Fourier de las funciones de onda de la
base generalizada.
Masa [GeV]
3.0
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
4.0
4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
l=0 l=1 l=2
Figura 6.1: Espectro del Charmonium. Las barras rojas son las masas \desnu-
das" extrapoladas de los valores experimentales. La lneas negras punteadas
corresponden a los valores de masa hallados con la energa cinetica no re-
lativista y las verdes a las halladas con la energa cinetica completa. Para
los estados 3S y 1P se observan valores mas cercanos a las masas desnudas
utilizando la Ek relativista. Se observa tambien que los valores numericos
con Ek totalmente relativista son menores que los obtenidos con la Ek no
relativista, en particular de los estados excitados.
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Captulo 7
Conclusiones y
recomendaciones
7.1. Conclusiones
1. Partiendo de la base generalizada propuesta en [1] se encontro una ex-
presion analtica para su transformada de Fourier, cuya forma permite
ser aplicada en el calculo numerico de los elementos de matriz del opera-
dor Hamiltoniano. Adicionalmente se establecio una relacion analtica
entre el comportamiento asintotico de la funcion de onda de la base
generalizada y el potencial de interaccion de un sistema ligado.
2. Para comprobar la utilidad de la base generalizada se reprodujo el es-
pectro del atomo de hidrogeno y de las masas de los estados del Char-
monium sin interacciones dependientes del espn con el Hamiltoniano
dado en la referencia [2]. Se verico que los resultados obtenidos por
medio de la base generalizada son mejores que los generados por la
base de OA estandar, debido a la exibilidad en el comportamiento
asintotico de la misma.
3. Utilizando la base generalizada se logro una mejor reproduccion del
espectro del Charmonium utilizando un potencial de connamiento de
la forma rk en lugar del lineal. En particular se encontro un valor de
k = 0;74 tanto en el caso relativista como no relativista.
4. A pesar que el Charmonium es considerado como un sistema compuesto
por quarks pesados las correcciones relativistas realizadas sobre cada
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uno de los estados muestran que no son despreciables en especial las
pertenecientes a los estados excitados. Sin embargo, estas correcciones
se hacen mas peque~nas cuando el potencial de connamiento tiene expo-
nente k = 0;74 en comparacion con el connamiento lineal. Adicional-
mente, los calculos numericos arrojaron valores mas peque~nos para las
correcciones con mayor momento angular orbital, comportandose como
otros sistemas ligados con descripcion analtica (atomo de hidrogeno y
positronium).
5. Se obtuvo una mejor solucion de la ecuacion de onda debido a que el
comportamiento asintotico de la base generalizada se adapta al poten-
cial de connamiento. Adicionalmente su caracter ortonormal es con-
servado a pesar de la modicacion de su comportamiento asintotico.
6. Al calcular los elementos de matriz del operador Hamiltoniano utili-
zando la energa cinetica relativista se obtuvieron mejores resultados
en comparacion con los obtenidos con la energa cinetica no relativista,
en especial para los estados excitados. Si se toma el sistema como to-
talmente no relativista, se atribuiran los efectos relativistas a las demas
interacciones, nas o hipernas, generando una descripcion del espectro
de energas menos precisa. Por tanto se concluye que si se desea cons-
truir el espectro del Charmonium con una aceptable descripcion de los
estados excitados, es necesario utilizar la energa cinetica relativista.
7. Aunque lo recomendable es usar la energa cinetica relativista comple-
to el tiempo de calculo utilizado, al implementar la rutina construida
en fortran para la transformada de Fourier es muy grande. En conse-
cuencia, con las maquinas que tenemos a disposicion para el calculo
numerico realizar el t de los parametros del modelo de potencial es
extremadamente difcil y demorado.
7.2. Recomendaciones
Como ya se menciono un inconveniente importante en la implementacion
de la energa cinetica relativista radca en la necesidad de realizar la trans-
formada de Fourier de la funcion de onda propuesta, la cual generalmente no
tiene una expresion analtica. Por lo tanto es necesario dise~nar e implementar
programas numericos para realizar dicha transformada, los cuales requieren
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de computadores con procesadores de alto rendimiento para encontrar el mi-
nimo variacional de las energas del Hamiltoniano y aun mas para realizar el
proceso de t de los parametros del modelo de potencial.
Desafortunadamente durante el trabajo no se contaron con esos medios1. En
caso de tenerlos, se sugiere realizar los calculos de los autovalores, implemen-
tando el programa desarrollado y que se muestra en el apendice B.2. As se
podra aproximar con mejor precision el segundo estado excitado y en general
obtener una mejor solucion para el Hamiltoniano escogido.
Por otro lado, como es de esperar, el trabajo realizado puede ser continuado
al adicionar las interacciones spin orbita e hipernas con lo cual se puede
esperar una descripcion mas que aceptable del espectro del Charmonium.
1Aunque vale la pena resaltar que se conto con el cluster del departamento de fsica,
sin embargo, no es lo sucientemente rapido para el trabajo planteado
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Apendice A
Laplaciano de la base
generalizada
Se encontro la ecuacion (4.15) para la base generalizada. Su Laplaciano, en
terminos de la variable adimensional s = r
r
se puede expresar de la siguiente
forma analtica:
r2sRn;l =
d2Rn;l
ds2
+
2
s
dRn;l
ds
(A.1)
Puesto que Rn;l depende de los polinomios de Laguerre es necesario encontrar
su derivada y segunda derivada. Con este n utilicemos el siguiente resultado
[13]:
dLn(x)
dx
=  L+1n 1(x) (A.2)
En nuestro caso el polinomio de Laguerre depende de la funcion F (s) por
tanto:
dLn(F (s))
ds
=  L+1n 1(F (s))
dF (s)
ds
(A.3)
d2Ln(F (s))
ds2
=  L+1n 1(F (s))
d2F (s)
ds2
+ L+2n 2(F (s))(
dF (s)
ds
)2 (A.4)
La primera derivada de la funcion de onda radial es:
Rn;l
ds
=
1
r
3
2
(
n!
 ( + n+ 1)
)
1
2f
1
2f 1
2
fs
3f+f 5
2 Ln(s
f ) exp( 1
2
sf )+
s
f+f 3
2
dLn(s
f )
ds
exp( 1
2
sf ) +
f + f  3
2
s
f+f 5
2 Ln(s
f ) exp( 1
2
sf )g (A.5)
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Realizando la segunda derivada y utilizando los resultados (A.3) y (A.4) y
reemplazando en la ecuacion (A.1) se obtiene el resultado
r2sRn0;l(s) = (
n0!
 ( + n0 + 1)
)
1
2f
1
2 exp( 1
2
sf )s
f+f 3
2 fLn0(sf )[
1
4
f 2s2f 2
  1
2
f(
3f + f  5
2
)sf 2   1
2
f(
f + f  3
2
)sf 2+
(
f + f  3
2
)(
f + f  5
2
)s 2 fsf 2+(f+f 3)s 2] fsf 1L+1n0 1(sf )[ fsf 1
+ (f + f  3)s 1 + (f   1)s 1 + 2s 1] + L+2n0 2(sf )[f 2s2f 2]g (A.6)
Apendice B
Programas en fortran
B.1. Programa en fortran para hallar los ele-
mentos de matriz Hamiltoniano
Program matriz
implicit real*8(a-h,o-y)
double precision d1,Lag1,y1,d2,Lag2,y2,x1,prueba,elematriz,limsup
+,parti,c2,
+Lagd2,Lagd22,cinetica,pot,Laguerre2,potencial,rbar,mat,ce,cen,cent
+,rbar1,rbar2,men
INTEGER INFO, LDA, LWORK, N,fu,ar,nu,lu,jo,nn,jj,ii,kk,ll,mm
dimension mat(100,100)
character*1 jobz,uplo
*************************************************************
dimension vec1(30)
dimension vec(30)
dimension a(10,10) ! matriz diagonaliz.
dimension aw(10)
dimension awork(4000)
jobz='V'
uplo='U'
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lda=10
lwork=4000
**************************************************************
10 read*, fu,v,d1,limsup,parti,rbar1,rbar2
ar=fu
h=v
d2=d1
c2=d1
jo=1
do 500 jo=1,10
rbar=rbar2+((rbar1-rbar2)/10)*(jo)
nu=0
lu=0
do 20 l=0,fu
do 30 n=0,ar
i=1
b=0
ce=0
d=0
do while(i.lt.parti)
i=i+1
x=(limsup/parti)*i
call radial1(l,v,d1,Lag1,x,e,c2)
call part1de2(n,h,d2,Lag2,x,c2)
call part2de2(n,h,d2,Lagd2,x,c2)
call part3de2(n,h,d2,Lagd22,x,c2)
call radial2(n,h,d2,Laguerre2,x,c2)
prueba=Lag1*((Lag2-Lagd2+Lagd22)*(2.718281828**(-0.5*x**c2))*(sqrt
+(c2)*x**((c2+c2*e-3)/2)))*(x**2)*(limsup/parti)
b=b+prueba
cen=Lag1*Laguerre2*(limsup/parti)
ce=ce+cen
pot=Lag1*Laguerre2*x*(limsup/parti)
d=d+pot
end do
cinetica=(-38098.00590/(rbar**2))*b*orto1(l,d1,v,parti,limsup)*or
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+to2(n,d2,h,parti,limsup)
cent=(38098.00590/(rbar**2))*ce*orto1(l,d1,v,parti,limsup)*
+orto2(n,d2,h,parti,limsup)*(v*(v+1))
potencial=(-1.440961287/rbar)*d*orto1(l,d1,v,parti,limsup)*orto2(
+n,d2,h,parti,limsup)
elematriz=(cinetica+potencial+cent)*10**6
nu=n+1
lu=l+1
a(nu,lu)=elematriz
C print*,a(nu,lu),l,n 30 continue 20 continue
*****************************************************************
* call dsyev(jobz,uplo,n,a,lda,aw,awork,lwork,info)
call DSYEV( JOBZ, UPLO, N, A, LDA, AW, AWORK, LWORK, INFO )
write(*,*)
write(*,*)'valores propios',rbar,jo
do 150 j=1,ar+1
write(*,*)aw(j)
******************************************
****************************************
nn=1
do 100 jj=1,ar+1
if(aw(nn).le.aw(jj))then
aw(nn)=aw(nn)
else
aw(nn)=aw(jj)
end if
100 continue
**********************************************
***********************************************
150 continue
print*,'menor',aw(nn)
vec(jo)=aw(nn)
500 continue
***************************************************************
*************************************************************
write(*,*)' menores'
do 550 mm=1,10 !Escribo los menores
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write(*,*)vec(mm)
550 continue
kk=1
do 160 ll=1,10
if(vec(kk).le.vec(ll))then
kk=kk
else
kk=ll
end if
160 continue
write(*,*)'menor de menores',vec(kk),kk
goto 10
end
C**************************************************************************
C**************************************************************************
C En esta subrutina se calcula el primer polinomio de Laguerre
subroutine radial1(l,v,d1,Lag1,x,e,c2)
implicit real*8(a-h,o-y)
double precision d1,Lag1,y1,c2
m=-1
Lag1=0
do while(m.lt.l)
m=m+1
e=(2*v+3)/d1-1
c=l+e
k=0
g=1
do while(k.lt.m)
k=k+1
g=g*k
end do
i=0
B.1. ELEMENTO DE MATRIZ EN FORTRAN 73
b=1
do while (i.lt.l-m)
i=i+1
b=b*i
end do
u=c+1
d=1
do while (u.ge.e+m+2)
u=u-1
d=d*u
end do
y1=(d/(b*g))*((-1)**m)*((x**c2)**m)*sqrt((c2*x**(c2-1))*((x**c2)**
+e))*x**(-1)*(2.718281828**(-0.5*x**c2))
Lag1=Lag1+y1
end do
return
end
C**************************************************************************
C**************************************************************************
C En esta subrutina se calcula el segundo polinomio de Laguerre
subroutine part1de2(n,h,d2,Lag2,x,c2)
implicit real*8(a-h,o-y)
double precision d2,Lag2,y2,c2
m=-1
Lag2=0
do while(m.lt.n)
m=m+1
e=(2*h+3)/d2-1
c=n+e
k=0
g=1
do while(k.lt.m)
k=k+1
g=g*k
end do
i=0
b=1
do while (i.lt.n-m)
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i=i+1
b=b*i
end do
u=c+1
d=1
do while (u.ge.e+m+2)
u=u-1
d=d*u
end do
y2=(d/(b*g))*((-1)**m)*((x**c2)**m)*(0.25*c2**2*x**(2*c2-2)-0.5*c2
+*((3*c2+c2*e-5)/2)*x**(c2-2)-0.5*c2*((c2+c2*e-3)/2)*x**(c2-2)+((c2
++c2*e-3)/2)*((c2+c2*e-5)/2)*x**(-2)-c2*x**(c2-2)+(c2+c2*e-3)*x**(-
+2))
Lag2=Lag2+y2
end do
return
end
subroutine part2de2(n,h,d2,Lagd2,x,c2)
implicit real*8(a-h,o-y)
double precision d2,Lagd2,y2,c2
m=-1
Lagd2=0
do while(m.lt.n-1)
m=m+1
e=(2*h+3)/d2-1
c=n+e
k=0
g=1
do while(k.lt.m)
k=k+1
g=g*k
end do
i=0
b=1
do while (i.lt.n-1-m)
i=i+1
b=b*i
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end do
u=c+1
d=1
do while (u.ge.e+m+3)
u=u-1
d=d*u
end do
y2=(d/(b*g))*((-1)**m)*((x**c2)**m)*(-c2*x**(c2-1)+(c2
++c2*e-3)*x**(-1)+(c2-1)*x**(-1)+2*x**(-1))*(c2*x**(c2-1))
Lagd2=Lagd2+y2
end do
return
end
subroutine part3de2(n,h,d2,Lagd22,x,c2)
implicit real*8(a-h,o-y)
double precision d2,Lagd22,y2,c2
m=-1
Lagd22=0
do while(m.lt.n-2)
m=m+1
e=(2*h+3)/d2-1
c=n+e
k=0
g=1
do while(k.lt.m)
k=k+1
g=g*k
end do
i=0
b=1
do while (i.lt.n-2-m)
i=i+1
b=b*i
end do
u=c+1
d=1
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do while (u.ge.e+m+4)
u=u-1
d=d*u
end do
y2=(d/(b*g))*((-1)**m)*((x**c2)**m)*c2**2*x**(2*c2-2)
Lagd22=Lagd22+y2
end do
return
end
subroutine radial2(n,h,d2,Laguerre2,x,c2)
implicit real*8(a-h,o-y)
double precision d2,Laguerre2,y2,c2
m=-1
Laguerre2=0
do while(m.lt.n)
m=m+1
e=(2*h+3)/d2-1
c=n+e
k=0
g=1
do while(k.lt.m)
k=k+1
g=g*k
end do
i=0
b=1
do while (i.lt.n-m)
i=i+1
b=b*i
end do
u=c+1
d=1
do while (u.ge.e+m+2)
u=u-1
d=d*u
end do
y2=(d/(b*g))*((-1)**m)*((x**c2)**m)*sqrt((c2*x**(c2-1))*((x**c2)**
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+e))*x**(-1)*(2.718281828**(-0.5*x**c2))
Laguerre2=Laguerre2+y2
end do
return
end
double precision function orto1(l,d1,v,parti,limsup)
implicit real*8(a-h,o-y)
double precision parti,limsup,d1
e=(2*v+3)/d1-1
u=0
i=0
x=(limsup)/(parti)
do while (i.lt.parti)
i=i+1
p= x*i
y=p**(l+e)*2.718281828**(-p)
a=y*x
u=u+a
end do
j=0
w=1
do while(j.lt.l)
j=j+1
w=w*j
end do
orto1=sqrt(w/u)
return
end
double precision function orto2(n,d2,h,parti,limsup)
implicit real*8(a-h,o-y)
double precision parti,limsup,d2
e=(2*h+3)/d2-1
u=0
i=0
x=(limsup)/(parti)
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do while (i.lt.parti)
i=i+1
p= x*i
y=p**(n+e)*2.718281828**(-p)
b=y*x
u=u+b
end do
j=0
w=1
do while(j.lt.n)
j=j+1
w=w*j
end do
orto2=sqrt(w/u)
return
end
B.2. Transformada de Fourier
100 read*,fu,v,ka,limsup,parti,sigm,masa,alpha,rbar1,rbar2
d1=ka/2+1
do 501 jo=1,5
rbar=rbar2+((rbar1-rbar2)/5)*(jo)
ar=fu
h=v
d2=d1
c2=d1
nu=0
lu=0
do 20 l=0,fu
do 30 n=0,ar
cinetica=0
corr=0
do 200 k= 1,170
o=0.1*k
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i=0
fom1=0
fom2=0
* ce=0
cor=0
potencial=0
do while(i.lt.parti)
i=i+1
x=(limsup/parti)*i
call radial1(l,v,d1,Lag1,x,e,c2)
call part1de2(n,h,d2,Lag2,x,c2)
momen1=(0.000287547493)*orto1(l,d1,v,parti,limsup)*Lag1*(limsup/pa
+rti)*((sin(o*x))/(o*x))*x**2
momen2=(0.000287547493)*orto2(n,d2,h,parti,limsup)*Lag2*(limsup/pa
+rti)*((sin(o*x))/(o*x))*x**2
pot=-orto1(l,d1,v,parti,limsup)*Lag1*orto2(n,d2,h,parti,limsup)*
+Lag2*x*(limsup/parti)*(((1.33333333)*197.4635696*alpha)/rbar)
* cen=Lag1*Lag2*(limsup/parti)
co=Lag1*Lag2*x**(ka)*(x**2)*(limsup/parti)
cor=cor+co
* ce=ce+cen
fom1=fom1+momen1
fom2=fom2+momen2
potencial=potencial+pot
end do
* open (9,file='fom.txt',status='new')
dom(k)=0.1
* momentum1(k)=fom1
* momentum2(k)=fom2
integra(k)=(1/(masa))*(1/(rbar**2))*fom1*fom2*o**4*(197.4635696*
+*5)
integra1(k)=2*(197.4635696**3)*sqrt(((197.4635696/rbar)**2)*o**2+
+masa**2)*fom1*fom2*o**2
* integra1(k)=-(0.25/(masa**3))*((197.4635696**7))*(1/(rbar**4))*
* +fom1*fom2*o**6
cornell=sigm*(rbar**ka)*cor*orto1(l,d1,v,parti,limsup)*orto2(n,d2,
+h,parti,limsup)
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* integra(k)=(rbar**(3))*fom1*fom2*o**2
* cent=(38991.86132/masa)*(1/(rbar**2))*ce*orto1(l,d1,v,parti,limsup
* +)*orto2(n,d2,h,parti,limsup)*(v*(v+1))
* res(k)=dom(k)*integra(k)
* cinetica=cinetica+res(k)
res1(k)=dom(k)*integra1(k)
corr=corr+res1(k)
* write(9,*) o,fom1,fom2
200 continue
energia=(corr+potencial+cornell)
nu=n+1
lu=l+1
a(nu,lu)=energia
* write(*,*)a(nu,lu),nu,lu,cinetica,potencial,corr,cornell
30 continue 20 continue
call DSYEV( JOBZ, UPLO, N, A, LDA, AW, AWORK, LWORK, INFO )
write(*,*)
write(*,*)'valores propios',rbar,jo
do 150 j=1,ar+1
write(*,*)aw(j)
150 continue 501 continue
go to 100
end
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